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THÉORIE DES SÉRIES A TERMES CONSTANTS 



CHAPITRE PREMIER 
K0TX0N8 OËNËBALES 



1. Définition. — On appelle série une suite ilUmitée de nom- 
bres : 

(l) Hl. «t..-- «,.— 

On peut être un nombre entier, fractionnaire, ou incommensu- 
rable, positif ou négatif. A chaque nombre entier positif n corres- 
pond un terme u.. Représentons par Sn la somme des n premiers 



fa) S, = u, + Ui -H ... + u„_, + o„. 

Si la suite Si, Si,... S.,... a une limite, lorsque n augmente 
indéfiniment, on dit que la série est convergente. Soït S cette 
limite, on peut écrire : 

S = D, -H u, -(- ... + U„ -h .., '=^11». 

Si Sa n'a pas de limite, lorsque n augmente indéfiniment, on dit 
que la série est divergente; l'expression V u, n'a alors aucun 



2. Ezamples. — Inversement, si l'on donne la suite illimitée 

S„Si,... s„,... 

on peut former une série Ui, Ui,... Un..<-> telle que les n premiers 
Fiui. — Tbiori» d«t •érwi k tanna coaitasd i 



23:ï'782 



DijilizodbyGOOgle 



1 TBMBIB DES SEIIEf A TEKHES COMSTINTS 

termes aient pour somme S,, pour toute valeur de n. La for- 
mule (3) demie en effet : 

S,_j = Ui + oj -<- ... ■+- o,_i 
S. - S,_, = a,. 

On aura la série : 

S,, S, — S.. S, — Sî S„ — S^„... 



qui est convergente si S* a une limite, divergente à Su n'a pas une 
limite déterminée. 

Soit, par exemple, S„^ h'^i' *ï"' * P**""^ limite i, lorsque n 
augmente iodéfiaimcnt. On aura : 

La série r^ "•" ^3 "•" ■■ "•" n(n -PTl "*■ '" *'* convergente, ett 
pour somme i . 

SiS.^.-i . ..= .-J.-(.-ji.) = i 

la série - + "i + ■■- -t- ri + ■•■ est convergente, et a pour 
somme i. 

Si Sn ^ /n, qui augmente indéHniment, on a : 



(3) ». = l/5- 



La série dont le terme général est -r= . - — est divergente. La 

série 1 + i + i + ... est également divergente, car S, = r aug- 
mente indéfiniment. 

La série i — i -t- i — !... + ( — 1)"-' + ... est divergente, 
car S„, ayant alternativement les valeurs 1 et o, n'a pas une limite 
déterminée. 

3. Condition néoeisaire. — Si la série (1) est convergente, 
Sh a une limite S ; c'esl-à-dire que, quel que soit le nombre posi- 
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IWTIO» CBSEULSS 3 

tîf {, il existe un roog p, tcd que S. — S soit coiuficiG eotre — ^ s 
«t s, pour toute valeur de n, égale ou supérieure à p : 

— t<S,-S<* . n>p 

orx, si oa représente pu 1 a j la valeur absolue du nombre a, 

|S.-S|<. 

ce rang p varie avec e, il augmente indétinimeut si e tend vers 
zéro ; mais il doit Stre déterminé pour toute valeur positive de {. Si 
n'> p, on a aussi : 

- e < S„_, - S < ï 

«« = S„ — ^, = (S„ — S) — (S^i — S> 

I«„I<|S,-S|^-|S,„,-S]<a.. 

ËUnt donné ua nomlue pontif arbitmire, que l'on peut repré- 
senter par SË, il existe un rang déterminé p, tel que tous les 
termes u», de rang n supérieur à p, aient une valeur absolue infé- 
rieure à 2 Ë. Il en résulte que Ua tend vers zéro. 

Dans toute série convergente, le terme général h™ tend vers 
zéro. Mais cette condition nécessaire n'est pas suiEsante; par 

exemple, dans la série divergente (3), le terme général t=- ~ -j -. — -. 
tend vers zéro. 

Inversement, si Un ne tend pas vers zéro, la série (i) est diver- 
gente. Car, si elle était convergente, u„ tendrait vers zéro, lorsque» 
augmente indéfiniment. 

Plus généralement, si la série (i) est convergente, et si n est 
supérieur au nombre/), qui correspond k t, on «, quel que soît q : 

ihH-ii-u^i-h ... ■+■ n„+, = S„+, — S„ = (S„+, — S) — (S, — S) 

expression comprise entre — 3 e et 3 e ; puisque Ss — S et S„+, — S 
sont compris entre — E et E. Donc, quel que soit q, la tomnie des q 
lennes consécutifs qui suivent u> tend vers léro, lorsque n aug- 
mente ÎDiléfînimrait. q peut être un nombre fixe, ou peut varier 
avec n, la somme des g termes tend vers zéro, pourvu que n 
augmente indéGniment. Si cette somme ne tend pas vers zéro, la 
série est divergente. 
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4 THÉORIE DES SÉRIES k TEBHES C0?(STA!1tS 

4. ProgreBaion géométriqae. — Soit la progression r 
»• 9- ?*■-«""'' 9""- 

Si j > I, le» termes vont en augmeatant, la série est diver-- 
gente, car u^ oe tend pas vers zéro. De même si ç = i , car Un =: i . 
Soit o < 9 < I 

S, = I 4- g -+- 9* 4- ... + g"-* -+- 5"-' 
qSn = q + q*-h ... -h 9—' -t- q» 

s„ — qS„ =1 — q' 



. 9"_ 



<T 



l — î l—q l—q t—q 

car I — q, et q, sont supposés positifs. Les termes vont en dé- 
croissant, et tendent vers zéro. En effet, chacun des n termes de S„ 
étant plus grand que le terme fj". S» est plus grand que n fois <j",. 
donc : 

"î" < S- < i 1_-^ 

quel que soit le nombre posidf t, on peut trouver un rang n plus^ 
grand que 1^ _ ■ \ . On a alors : 



C-î) 

Donc ç" tend vers zéro, lorsque n augmente indéfinimjnt. "^ - 

tend aussi vers zéro, et S, a pour limite ^ . La progression. 

géométrique décroissante est convergente et a pour somme : 

S = rzT^ = ' -t- -ï + 9' -t- - + 9' + - 

Si q est négatif et compris entre o et — i , les termes q" sont alter- 
nativement positifs et négatifs, mais tendent encore vers zéro, comme 
( — q)". Le même calcul montre que la série est convergente et a 

pour somme . Mais Sn est alternativement supérieur et infé- 
rieur & sa limite r- — -: ■ 
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nOTIONS GE.1SRALBS 5 

Si f < — I, les termes augin«itent en valeur absolue, la série 
«st divwgente. 

Si 9 ^ — I, on a la série i — i + ■ — i .... les sommes S. 
ont alternativement les valeurs i et o, la série est divergente. 

La progression est convergente et a ponr valeur ■,\_j-^ si 
-i<9<i. 

6. Reste. — Si la série (i) est convergente, la série a»4-i, Ua+i,... 
«st aussi convergente, quel que soit n. Posons : 
R„= IIH4.1 + a^t ■+.... 
S = (n, + K, + ... -I- B,) + u^, -f- n^., -+■ ... = S, ■+. R„. 

Si n augmente indéfiniment, Sn a pour limite S, Rn ^ S — Sn 
tend vers zéro. 

Si on change un nombre limité de termes, la série est encore 
convergente. Car, si u^ est le dernier terme modiûé, la série 
1^4-1 + Uf+t + .... qui n'a pas changé, est convergente. Lorsque 
n > /> les termes Un n'ont pas chwagé, les sommes S* ont changé 
d'une quantité constante. 

Si la série (i) est divergente, la série Uh+i + lu^-i + ... est 
divergente, quel que soit le nombre déterminé n. La série reste 
divergente ai on modifie un nombre limité de termes. 

Une série reste soit convergente, soit divergente, si on change 
]es valeurs d'un nombre limité de termes, ou si on supprime, ou 
ajoute, des termes en nombre limité. Pour savoir st une série est 
convergente ou divergente, il suffit de tenir compte des termes qui 
suivent un rang déterminé ; puisque les deux séries 

«1. Oi a„.... 

et 

«ont convergentes, ou diYei^:enlet, en même temps. Si l'une est 
convergente, l'autre est convergente ; si l'une est divergente, 
l'autre est aussi divergente. 

6. Addition des séries. — Soient deux séries convergentes 
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a et 6 dem nombres donnés, pDÙtîfo ou négatifs, la série 



est aussi convergente, car la somme des n premiers termes, a S., 
a pour limite aS. 

La série dont le terme général est aa^ + hv^ est également con- 
vergente, la somme de ses n premiers termes est aS„ + 6S', ; elle a 
pour limite oS + tô'. 

Si la série u est convergente, et la série v divergente, la aétie de 
terme général au» + bvn est divergente, car S. a une limita S, 
mais S'a n'en a pas ; donc aSa + bS'^ n'a pas de limite. 

De même, si on ajoute les termes d'ordre n de plusieurs séries 
convergentes, on obtient une série convergente qui représente lenr 
somme. 



DigitizcdbyGOOglC 



CHAPITRE II 
SÉRIES A TERMES POSITIFS 



T. Pfinatp» toodameatal. — Si tous les termea. Ui, Os,... Ui,..., 
d'une sécie 9i»t posidfa('), les sommée &, Si... Sa,... vont en 
angtnmtant, cm 

S, = S,_, H- n, > S,_„ 

Ou bien Sh augmente indéfiniment, ou bien Sq a une limite ; car 
des nombres qui croissent, et ne dépassent jamais un nombre fixe, 
ont une limite. 

Si S> augmente indéfiniment, c'est-à-dire si, quel que soit A il 
existe on laag n, tel que Sa > A, la série est divergente. Si, au 
contraire, il existe un nombre B, tel que Sn -< B, quel que soit n. 
Sa a une limite, la série est alors convergente. 

Lorsqu'une série A termes positifs est divergente, la lomme Sn, 
det n pemiers termes, augmente indéjînimenl avec n. 

S. Uéthode de oomparaison. — Ponr savoir si une série k 
termes positifs est convergente ou divergente, on peut la comparer 
A une B^rie conme : 

Soient Ui, u^,... Ua,... et v,, Vt,... v»,... deux séries telles que 
l'on ait, pour toute valeur de n, 

Ua < "a. 

Sut: 

Sa =Q, -HO. -H... -HO, 



(') On inppoMrs, d*DS ce chapitre, tous les termes positiri. 
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pour toute valeur de n. Donc, si la série v est convergente et a 
une somme S', on a constamment S. < S'^ < S', la série u est 
aussi convergente, et a une somme S •< S'. 

Si la série u est divergente, Su augmente indéfiniment ; S'b> <}ui 
est supérieur à Sn> augmente aussi tndéSniment, la série v est donc 
divergente. 

Mais il suflit que la condition u. < v» soit vérifiée pour les 
valeurs de n supérieures à un nombre déterminé; car, si on 
change un nombre limité de termes, une série ne cesse pas d'être, 
soit convergente, soit divergente (n° 5). En outre, si A. est un 
nombre positif Qxe, les deux séries Xti, et 2Au„ sont convergentes 
ou divergentes en même temps. On peut alors comparer les séries 

en Formant le rapport -- : 

Si la série Iv» est convergente, et s'il existe un nombre fixe B, 
et un rang p, tel que - " <; B, pour toute valeur de n supérieure à p, 
la série la„ est aussi convergente. 

Car u. est inférieur au terme Bu,, d'une série convergente. Cetle 
règle s'applique si " a une plus grande limite unie 'S (q° 123). 

Si la série v, est divergente, €t s'il existe an nombre fixe A > o, 
et un rang p, tel que - > A, pour toute valeur de n supérieure à p, 
la série lu» est aussi divergente, car Un est supérieur au terme Avn 
d'une série divergente. 

Cette régie s'app)i<}ue si " a une plus peUle limite / non nulle, 
c'est-à-dire ^ > o, car " est toujours positif. 

En particulier si A < " < B, pour toute valeur n'>p, les 
séries u et » sont toutes les deux convergentes, où toutes les deux 
divergentes. Cela a lieu si -" a une plus petite limite non nulle, 
/ > o, et une plus grande limite ï finie. 
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0. Gomporalaon da ^-. — On peut encore comparer denx 

«éries à termes positifs en formant le rapport -^ d'un terme «b+i 
au terme précédent «■• 

Soit Vi, vty... Vu,... une série convergente, et u^, Uj,... u.,... 
ane série telle qu'à partir d'un rang p, et pour toute valeur de 
1 ^ P. on ait : 



Si /t > p, il en résulte : 



p étant fixe, -f est un nombre constant, la série 1 -'' u. est conver- 
gente, ainsi que la série liu, dont les termes sont plus petits. 

Si la série I,v„ est convergente, et si -^' ^ -^ , à partir d'un 
rang p, la série liu est convergente. 

Cette inégalité peut s'écrire 

"^f ._ „ '- ^ o. 

La règle précédente s'applique si --"'*- ^^ a une plus grande 

limite négative. Ou si, la plus grande limite étant nulle, cette 
expression n'est jamais positive, à partir d'un rang p. 

Si la série Ivn est divergente, et si -"^ >■ -^ , à partir daa. 
■ rang p, la série lu„ est divergente. 
Lorsque n>p, on a, en effet 

5; = -2-- "5=1 ... "eii > . "y- ^TL' ... "H^ = "? 

a, est plus grand que le terme -* ii„ d'une série divergente. 

L'inégalité précédente peut s'écrire ■ "^' iT ^ **• Cette der~ 
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nîère rtgle s'ippiiqae lorsque --''~^- — — a une pins petite limite 
positive; ou lî, U plus petite limite étant aolle, cette expression 
n'est jamais négative, à partir d'un rang p. 

10. Régie de Dalembert. — Si ta série de comparaison est 
la progression géométrique décroisssante k, k*, k^, ... k*, .... où 

o < t< I, Ua r= fc», "^' =^ k, on arrive k la règle suivante : 

iSi —"■'''- reste inférieur à un nombre k, plus petit que i, pour 
toute valeur de n sapérieare à an nombre déterminé, la série Ui, 
H,, ..., Ua, ... est convergente. 

Si -■^- ^ i à partir d'un rang déterminé, la série est diver~ 
génie; car les termes ne diminuent pas et ne tendent pas vers 
ïéro. 

Supposons que '"~^- tende vers une limite /, lorsque n augmente 
indéfîniment. Si / < i, WMt A ^ / + s un nombre ctnnpriB entre 
/et I, il existera un rang p, tel que -^+- < k, pour toute valeur 
n;>/>, donc la série est convergente. Si t'^ i, il existera an 
rang p, tel que -"^-' >■ i , pour toute valeur n !> p, la série est 
divergente. Si / ^ i, on ne peut rien en conclure; cependant, si 
^^ tend vers i, en restant toujours supérieur à i, la série est 
divei^Dte. 

Si -"--' n'a pas une limite déterminée, cette suite illimitée -^, 

■*, ... -^'. ..■ a une plus grande limite ï, et une plus petite 
limite l, qui pourraient être nulles ou infinies (n" 124). Suppo- 
sons a fini, / est aussi fini. Quel que soit le nombre positif e, il 
existe un rang p tel que, pour toute valeur de n supérieure &/>, 
on ait : 

/ - E < ^"^ < ï + ,. 
Si ï < I, on peut choisir ï + f , compris entre ï et i, donc 
la série est convergente, car -"^ ' < If + e <; i . 
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Si / >■ I , on peut choisir / — s compris entre i et /, la 8éri& 
eat divergente, car '''^- >■ / — s > i . 

La règle de Dalembert ne s'applique plus si / < i < ï, on si 
l'un de ces nombres /, ï eat égal i i . 

11. Régie de Canohy. — Si on compare directement une 
série h une progression géométrique de raison A: <C i, on est con- 
duit à poser «■ < fc" ou 

Si'^H^ retie inférieur à un nombre k, plia petit ^ue t, pour 
fonte vakur de n êopérieure à un nombre déterminé, la série 
y,iu est convergente. 

Si ^ul, >■ 1 pour une suite iDimitée de valeurs de /i, pour ces 
Taleors Sn > i . donc u, ne tend pas vers i^ro, la série est diver- 
gente. 

Soit '£ la plus grande limite de ^i„, loi«que « augmente indéfi- 
niment. Si 2 < 1, on peut choisir un nombre ï H- e compris 
eolm X et ■ ; il existe un rang p tel que, &i n >> />, on aii : 

JoT < ï + « < I 

donc la série est convergente. 

Si ï > I, la série est divergente, car il existe des valeurs de n, 
dépassant tout nombre donné, telles que 

y»;>. , ..>.. 

Siï=i I, la régie de Caucby ne s'applique plus; cependant, 
si yà^ était supérieur à i pour une infinité de valeurs de n, la série 
serait divergente. 

Dans' le cas où Jû" a une limite déterminée, pour n = oo , catte 
limite est '£. Mais il n'y a pas toujours une limite, tandis qu'il y a 
toujours une plus grande limite, qui peut être nulle, ou infinie. 

On peut encore remplacer ^û], par eon logsrithme, en roma*- 
quant que, si une variable x augmente de o à i et + oo , son lo- 
garithme La: augmente de — oo à o et -J- oo . Si 

L?5; = '*<-a<0 
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on a 
Si 

on a 

Lu, > o , u, > I 

ce qui conduit à la règle suivante : 

Si --" reste inférieur à an nombi'e négatif, pour toute vaUur 
de n supérieure à an rang déterminé, la série la» est convergente. 

Si Lu. > o pour une suite illimitée de valeurs de n, la série est 
divergente. 

On peut encore chercher soit la limite de - ", si ell« existe, soit 
sa plus grande limite. Si elle est négative, la série est convergente, 
si elle est positive, la série eet divergente. Si cette plus grande li- 
mite est nulle, la r^le de Gauchy ne s'applique pas. 

13. ComparBison des Itmitea de '^- et ^ ôjj. — Si A est un 
sombre positir, ^X tend vers i , lorsque n augmente indéfiniment. 
En effet, supposons A > 1 ; soit A = 1 -h- a. On a : 

( 1 + a)» = 1 H- a a +- a' > 1+ a a 

(n-a)s = (i^.a)'(i+a)>ji+aa)(i +<,; = ! + 3o+sa*>l+3« 

(n-a)" = (H-a)"-'(H-i)>(n-('«-i}o)(n-a)>t-^'w«. 

Comme a est un nombre positif quelconque, qu'on peut rem- 
placer par . ona : 



(-:)■= 



> I + n^= I -Ha 

I -H*>jr:i:â> I 

donc 5^1 + ô a pour limite i, lorsque n augmente indélîniment. 
Si A est plus petit que i , on peut poser A = - , 
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a encore pour limite i. Comme ^7= i, on voit que yï a pour 
limite i , quel que soit le nombre positif constant A. 
Od arrive au même résultat en remarquant que 

log {l'A = - log A 

qui tend vers zéro. ^X a pour limite i, dont le logarithme est o. 

Soit Uj, Ut, ..., Un, ... une suite illimitée de nombres positifs 
qudconques, ï la plus grande limite de —^^ , supposons ï fini, A 
toute quaBlîté positive s correspond un rang/> tel que, si n >- ^, on 
ait 

^-' < ï + ï 
car chacun de ces n — p rapports est inférieur à tf +■ e. 

tetp restant fixes, si n augmente indéfiniment, y^l « pour Ii~ 
mite I. Il existe donc un rang/*', que l'on peut supposer supérieur 
ip, tel que y^jj < i 4- e pour toute valeur de n supérieure à p'. 
On a alors : 

yii; < (iï + (1 + 0- 

Si e' est un nombre donné, prenons 6 < « , et e < r, on 
aura : 

Ja < se -H .{H- ï + •)< 2 -1- ï' 

à tout nombre positif e', on peut ainsi faire correspondre un rang 
p' tel que Jû^ < ï + £* si n > p'. 

Donc, si X' est la plus grande limite de "i/ui,, on a ^ < X. 

Si ï = 00 , on a ausw ï' < « . 

Dans tous les cas, on a ^ < X. 
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Soit l b plus petite limite de -^' . Supposons que l ne soit pas 
nul, / > o. A tout nombre positif e correspond un rang p tel que, 
si n >■ jp, on ait : 

supposons E <C /. On aura : 

".>(rl'i)-' ''-•'" >><'-''■ 

E et p restant fixes, ai a au^eate indéfiniment, y -.^ a pour li- 
mite ï . Il existe un rang p', supérieur i. p, tel que y -ij > i — s 
pour toute valeur de n supérieure à p'. On a alors : 

fr.>(i_.)(.-.)>i-«(' + ') 

e' étant un nombre donné, soit e = _ — i, aux nombres e' et £ cor- 
respond un nombre />' tel que 

^F„>1-l' 5Î n > p'. 

Si r est la plus petite limite de ^ûij, on a donc f ^ /. Si / = o, 
«n a arasi ? >■ o. Dans lous les cas f > ^ 

Ainsi on a toujours 

/ < i' < 2' < ï 
les limites extrêmes t et ;i:' de ^u' sont comprises entre celfea de 
-^ . En particulier, si -^ a une limite déterminée, c'est-à-dire 
si / =1 ï, 5'û]| a la même limite, car f = 'S' ^= '£. 

Par exemple si a, = n, -^ = i + - a pour limite i ; donc Jn 
tend aussi vers i . 

Il est facile de voir que la réciproque n'est pas vraie, les Kmites 
extrêmes de Jû^ peuvent être différentes de celles de ^^^; yô» 
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peut avoir UBe Iim!t« déterminée F = <£', sans que -^ ail une li- 
mite. Soit par exemple : 



l'exposant ( — i)" a alternativement les valeurs — i et -t- i. On a 
la série 



-^^ aura alternativement le» deux formes : 



Si « < I, la plus petite limite est / = a'x, la (dus grande li- 
mite a = ^1 ■ 

Comme '^a a pour limite i , ^ûjj prend les deux formes 

»JûT-'= ^% et y/^ = ; 

qui ont la même limite, bien déterminée, x. 
-^ Soit eBC<He 1* série 

— h 2X* •+■ -~- -h ... H — "^_~ -*- a»"!*" + •.- 
où «„ = n(— ')'x". Le rapport -"^- prend les deux fwmes 

anfan — 1)3: et —7 ; 

^ ' a^Can -t- 1} 

qui tendent, l'une vers 00 , l'autre vers o. Donc / = o, 2 = 00 . 
Mais fn^ tend vers x, car J"» a la même limite que —1— . c'est- 
à-dire I, Jnx" fit y — ont la même limite x. 

Toutes les fois que la règle de Dalembert peut s'appliquer, c'esl- 
à-dire que 1 n'est pas compris entre / et "£, la règle de Caucby 
s'applique anssi. La règle de Dalembert est cependant très utile, 
parce qu'elle donne souvent lieu h des calculs beaucoup plus 
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simples. Lorsqu'oo veut chercher la limite d'une expression de la 
forme ^ûÀ- " ^^^ même souvent plus simple de chercher la limite 
j« -Jttl _ pjr exemple, si P (x) est un polynôme de degré p, dont 
le premier terme x^ a un coefficient positif, il est facile de voir 
que — p-;^\ — ^t pour n =: oo , a la même Umite que (■ - ^ - j , ou 
1 ; il en r^ulte que ^P(n) a pour limite i . On pourrait, du reste, 
le démontrer en montrant que log7P(n) tend vers zéro. 

13. Exemples. — Soit la série x, 2X*, ..., naf, ... 

a pour limite x. Si x > i la série est divergente, si o ■< œ < i 
elle est convergente. Pour x=^ i, -^"^ = ~- — > i , la série est 
encore divergente. 
Soit la série 



tend vers zéro, donc la série est convergente pour toute valeur 
positive de x. 

Considérons encore ia série : 



série est convergente. 

Si X > I, -""*'- = X- , x'" augmente indéûniment, 

-ïS lend vers zéro, -t^' a pour limite ;> = ; < i > la série est 
encore convergente. 
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Si X = I , u. =^ , k série est divergente, car u„ ne tend pas 
vers zéro. 

Cette série est convergente pour toute valeur positive de x, sauf 

3C= I. 

14. Série harmonique. — La série i< -> q, ■■■. - , .•■, ^^ 
appelée série hannonïque. Si on ajoute les n termes qui suivent 



««., + ^^. + ... + «^. = j^ + j^ + ... + ;;^>- = - 

car chacun de ces termes est supérieur au dernier — . La série est 
donc divergente puisque cette somme ne tend pas vers zéro, si n 
«Qgmente indéËniment (a' 3}. 

On peut présenter ce raisonnement sous une autre forme; on a : 

{• + l)-^{i + ï) + {i*l + '^ + i) + - 

' + (sFiVi + 5i=tVï + ■■• + ?) >ï 

car on a /) groupes de termes, la somme de chaque groupe étant 
supérieure à - . Si a"" < n < 3*'+', on a : 

Si ft augmente indéfiniment, p augmente aussi indéfiniment, 
«insi que S„. 

Si a > G, la série : 



est convergente. En efTet, formons la somme de n termes, à parUr 

FiraT. — TUorie de* tiiin k tarmci couUnU i 
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de rrfi, qui sera le plus gnad : 



car on a une progression ^ométrique décroissante, de raison —^t 
qui a pour limite, si f = oo , -i _j_- . Quel que soit a, il exîat» 
un nombiv p tel que n < a^, et S» < ^ — ■■■ , S, restant infé- 
rieur à un nombre fixe, la série est convergente (n° 7). 

Si a < o, l'exposant i -h a < i, la série (à) est divergente, car 

i >. 1 , rrfi > - terme général de la série harmonique diver- 
gente. 

16. Règle de Raabe. — Dans la série (4) ajoutons le terme 
u, = o, alors u, = I , Um = i„ - ^ - {\i -fi 

^r f: 7^-= <» - ■)■« = (. - i)'^ > ■ - !^'- 

En effet, si on pose ~ = x , o<Cii;<i,Ia fonction 

a pour dérivée 

/ = (l + <i)[i-(l-3:)'']>0 

puisque a > o , (i — œ)' < i. )• augmente]' avec x; pour 
a- = o , y = ; donc, si x varie de o à r , j- reste positif. 

Si o = o, pour la série harmonique -—^ ^ i . 
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Si une série est telle que, 1 partir d'un rang détorauné, on «it ; 
la s^ie est convergente (n" 9). Cette inégalité peut s'écrire 

Si ( I ^ m < 1 , ou -^- > I — - la série est divergMile. 

Ce qui conduit à la règle suivante : 

Si, à partir dan rang déterminé, ( i ^-^n reste supérieur 

à an nombre i -h a > i, la série 2«„ est convergente. Si 
\ ' S")" '^'^ inférieur ou égal ài, la série est àivergmU. 

Si / et X représentent la plus petite limite, et la plus grande 
limite de —^- ; lorsque / > i , ou tf < i , la règle de Raabe est 
inutile, celle de Dalembert sufQt. Si / <; i -< ï, la règle de Raabe 
n'indique rien, ( i îî^)" preod "les valeurs positives et néga- 
tives, dont la valeur absolue dépasse tout nombre donné. Ell<! 
n'est utile que ri /= i, ou ï = i. Si -~^a une limite, !a règle 
de Raobe pourra être utile û cette limite est i . 

16. Oénéralisation. — Dans la série harmonique introduisons 
p -\- I termes arbitraires, Ci, v,, .... t',4.,, et posons : 



<ma * 

0, n -^"p '~ n — p n' n n'" 

Si une série lu. est telle que, k partir d'un rang déterminé, on ait : 
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la série Ast divergente; car, quel que soit le nombre (iie A, en pre- 
nant p > A, on aura 



Il en résulte que, si ( i "^ — -1 n* reste inrérieur k un nom- 
bre fixe A, la série est divergente. 

17. RAgla de Gaoïs. — Supposons que l'on ait : 
u,+, n* -i-an + A. 

où d et 6 sont constants, A et B pouvant varier avec n, mais avec 
des valeurs absolues inférieures & un nombre positif C ; c'est-i^ire 
que A et B restant compris entre — G et -f- C En effectuant la 
diviùon on a : 



!it!=,+:ir^. 



.m_„)_B(n-î^) 



f I ^— I n a pour limite b — a. La règle de Raabe montre 

que, si 6 > a + I > la série est convergente ; si 6 < a + i elle est 



-B(. 



tW 



(■-= 



j n* reste fini ; la série est divergente. 
En particulier, si --^^ est une fraction rationnelle en n, k coeffi- 
cients constants, ce rapport a une limite déterminée qui peut être 
nulle ou infinie ; si cette limite n'est pas t , la règle de Dalembert 

suffit ; si -^~ tend vers i, on peut ramener ce rapport à la fonne 

ii„+i ni- -h a,nf-' ■+- a^'~* ■+■ ... ■+■ Op 
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les coefBcients a,, at, ... i,, b, ... étant constants. La série est 
convergente si 6, > ai + i ; elle est divergente si 6, < O] + i. 

18. Exemples. — Soit la série 

, _ « ■.f('-g) j. pU-p)('-i>) ,, _ 

'^ I . a I . a ■ 3 

_ p(i -p)...(n- I -/>) ^ _ 
I , a ... n 

qui représente le développement de {i — xY par la formule du 
binAme de Newton. Si p était entier positif, on aurait un nombre 
limité de termes. Supposons x !> o et p nt^gatif, ou positif mais 
non entier. 



11, = - 


_/■_( 


■_-Pl-: 


(»-" 
(,-.) 


-j) 


«►1-1 = - 


^pj 


Ll^Pl-j 


<^7-'- 


-r) 


•V-i. 


_ " ■ 


-'-Px 





quel que soit j), si a; > o, lorsque n > i + p, -^' est positif, les 
termes sont de même signe k partir d'un rang déterminé. -" — 
a pour limite x. La r&gle de Dalembert montre que, si o < s < i 
la série est convergente. Si x > i elle est divergente. 
Si » = I , 

Uj, n 

(-^£')"=-^ 

la règle de Raabe montre que la série est convergente st /> > o, 
divergente si />■< o. Lorsque p = o elle se réduit au premier 
terme. 

Soit la série : 

I x' I . Si' 1.3... {an— i) 9^'"+' 

^ + a 3 -^ ÏTÏ -5- -^ - + ~aTr..-r«-" an^TT + - 
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qui représente arc ein se, car u dérivée représente le dévelopiiemeiit 
de (i — x*)~t, dérivée de arc sin x. On a : 



■a.4...(an-3) ■ an- 
I . 3 ■■■ [an— i) x*"^ 



ce rapport a pour limite x'. Si o < a; < i la séria est convergente. 
Si a: > I elle est divergente. Si x ^ i , on a : 



En appliquant la règle de GauBs ona:a = — i, fc=.'>(i+i, 
série est convergente. 
Pour la série 

3i 3. 5 1 3.5... (an-t- i) i 

' + i 5 "*■ aT4 7 "^ - "^ "~a.4...în ï^TTl + - 



En appliquant la règle de Gauss on a:a=i,& = -<a+i, 
la série est divergente. 

19- Régie «Mdiiite de rk.. — En comparant directement les 
termes d'une série lih, à cenx de la série harmonique, on voit que 
si, à partir d'un rang p déterminé, nihi reste supérieur h un nom- 
bre positif A, la série est divergente, car on aura : 

^,>*- , »>f. 
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La comparaison avec la série (4) in' 14) montre que, s'il exiele 
iin nombre a > o tel que 

n'+'a„ < A 
la série est convergente. 

Soit / la plus petite limite de nu», lorsque n augmente indéfi- 
rnent, ï sa plus grande limite. Si / > o la série est divergente. Si 
/ =ï o et 2 > o on ne peut rien en conclure, car n^'^'On a une plus 
grande limite infinie pour toute valeur positive de a. 

Supposons / = ^ ^ o, c'est-À-dire qpe nun tend vers aéro. En 
prenant les logarithmes, on a : 

L(n'+'o„) = (1 + a) Ln + L«,= (i + a + ^^) Ln. 

Si, à partir d'un rang détenuiné, i + i > ou i^, reste infé- 
rieur h on nombre négatif — 6, oa pourra [vendre a < 6, par 
exemple o ^ ~, alors 

qui tend vers — oo , n'+'o,, tend vers o, la série est convergente. 
On voit que : 

Si, à partir d'an rang déterminé, jj^ reste inférieur à un nom- 
bre — I — a < — I, /a série lun est convergente. 

Cette règle suppose que nu» tend vers zéro, alors Lnu» est néga- 
tif, à partir d'un rang déterminé; il faut, en outre, que la plus 
grande limite de -. - soit plus petite que zéro, c'est-à-dire qu'elle 
ne SMt pas nnlle. 

Si -£--" tend vers zéro, on pourra chercher de nouvelles régies 
en partant de séries connues, soit convergentes soit divergentes, 
auxquelles les règles précédentes ne s'appliqueront pas, 

30. Séries de oomparaiBon. — Soit M,, Mi, M,,... M.,... 
nne suite de nombres positifs, qui vont en augmentant, et Kag- 
mentent indéfiniment, * 

M, <Mi... <M„<M„+,... 
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La série 

, M, , M, , M^, 

dont le terme général u„ est le logarithme de -Jj^' , est divergente. 
En effet : 



augmente indéBniment avec n, puisque -û*^- augmente indéfini- 
ment. 
La série dont le terme général est 



est aussi divergente. En effet, si u, ne tend pas vers zéro, lorsque r 
augmente indéfmiment, la série est divergente (n° 3). Si u. tend 
vers zéro, jj — aura pour limite i , ainsi que -^ . Posons : 



Pour X ^ I cette expression a la même limite que ou i, 

I 
ce que l'on voit en prenant le rapport des dérivées-. La série 

2] L -jj^' étant divergente, la série ^ M?+JJ^- est aussi di- 
vergente (n* 8). 

Soit a un exposant positif. La série dont le terme général est 
I 1 

est convergente. En effet : 

^" = fe - M',) + (m's - M',) ^ - -^ (sii:. - M%) 
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comme M^, augmente indéCntmeot avec n, wj- tend vers zéro, 
Sn a pour limite Ut' ' 
Supposons o < a < I . 

M-; - Mv4^ = M»; (' ~~ (m^;) )' 

Posons y-'î- = I — X , o<a;<i,pui8queo< ]g — < i. 
La fonction y = i — (i — x)' — ox, a pour dérivée 

/ = .(,- .)-. - » = « [[r^,)'" - .] >» 

car >.ieli — a>>0 . ye«t nul pour x = o et ang— 

mente avec x. Donc 

'-(m;^)>H--mJ 

I I -^ „ M^, - M„ 

n en résulte que la série dont lo terme général est u. = ~\t^-~a^ 
est convergente, car ce terme positif est inférieur au terme 
a \1P M" ' ) ^ '^"'^ ^"^ ooDvergente, 

Comme M"» augmente avec a ; si a > i la série de terme géné- 
ral ^}t^~~siCa'^ **t» 4 fortiori, convergente. Il suflil donc que 
a> o. 

En remarquant que M„4.i > M., on a les deux inégalités : 
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La série dont le terme ^néral est u. = ~-îL ^'"^4-« " est conver- 
gente, si a > o. 

31. Exemples. — SiM, = /i , M,+i — M„ = n+i — n=i, 
M„+, — M. _ 1 M„4-. - M„ 1 

-on retrouve la série harmonique divergente, et la série convergente 

E „,'+.(>'•")• 

Prenons maintenant pour Min le logarithme népérien de n, qui 
augmente indéfiniment, mais moins vite que n, puisque -- tend 
vers zéro. Nous poserons 

M. = Ln , M„+,— M„ = L{n-+-i) — Ln^L--^'=— L "- 
■en supposant n >■ i , pour que Ln > o. On obtient la série diver- 

gente ^ tn ~" *'' ^ *^"® convergeale "S ~^ nia ' li ~i)V+' — 

que l'on peut écrire V — ,i „\i+n 
Msis, si X est positif, la fonction 

yr=L(i -hx) — x 

•est nulle pour a: ^ o, et diminue quand x augmente, car sa déri- 
vée est : 

y = - ' i = ^ZJL < o. 

•' i -hx t + x^ 

Donc y reste négatif si x > o 

L(i+.-)<x. 

Si o < X < I , la fonction — L { i — x) — x, qui es! nulle pour 
X =^ o, augmente avec x, et reste posiUve, car sa dérivée est 
I X 

•donc 

— L(i ~-x)>x. 
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On eo déduit : 



L ■+ . -L 



nln ^ 



n{LnY+-< (C<B 



(-j). 



nLn Cn 

Il en résnlte que La série % ~ .-. est divergente, son teriiM général 
étant Eupérïeur k celui d'une série divergente. La série ^ K/CaV^' 
où a > o, est convergente, son terme général étant inférieur k 
cehii d'une série convergente. 

Mais L 1 ^ o, et on ne peut pas prendre n ^ i. La série doit 
-commencer an terme -,-1 — m^ en posant 

"- = (n + i)(l(« +.»■+•• 
On peut aussi prendre pour ui une valeur abitraire, et Un = T7 l ' n\i+' ' 



22. Séries de Bertrand. — On Tormem de nouvelles séries 
convergentes, dont le terme u, sera de plus en plus grand, ou des 
séries divergentes dont le terme u» sera de plus en ]dus petit, en 
prenant pour M^ les logarithmes successifs de n. Posons : 

L(LB) = L,n , I.(L,n) = L,n , L{L^,n) = L^n. 

En remarquant que la relation 

y^Lx ou X = e» 

suppose œ > o ; hx n'est positif que si 0: > i ; et L» >■ i si x >■ e. 

h,x suppose Lœ > o, on x >■ i ; L,x n'est positif que si 
La:> I, x>e; et L^a; > i siLx>e,x> e'. 

En général posons : 



W'p) — *P-1 S' <t<P 
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hfX suppose X >- «p_t ; hfX n'est positif que si x >■ e^^i i 
L^ > I si (T > e,. 

Les nombres e, croissent avec une extrême rapidité, 

« = 3,718.. , «,= i5,i5.. . e, = 58i44a3,-. 

e^ > lo'MGooo^ nombre qui écrit, avec des chiffres espacés de deux 
millimètros, aurait plus de trois kilomètres de lonj^eur. L'en- 
semble de ces chiffres formerait un volume de 1 000 pages. Mais k 
chaque nombre entier p correspond un nombre ep bien déterminé. 
Prenons M. = L^n, en supposant n > e^ pour que M» soit plu» 
grand que i . On obtiendra la série divergente V^A"— ^i^ — ^, 

et la série convergente ^^fi~r~\; ","jii+a" T*^ ^'^^ P^"* écrire. 
S '^ " 'ïë^'" ^ • ^^ lermes de rang inférieur i i + «^ pou- 
vant être choisis arbitrairement. Mais on a : 

L,(n + I) - V = l (!•,-.(» + >)) - MW-.") 

et comme {n* 21) 

L(i + x} <i. si x>o 



M" + ')-V>< 



Lp_i(n -t-i}— Lp„in k=»(l±i) — h-^ ^ 



lip—iii l^—i" ■ "r—^ 



Lf^in ,X^_in ... Lj/i . Lr nLnL,n,..Ly_i 
La série dont le terme général, lorsque n > «p est 



"" — n . LnTL,FiTTL,"i 
est donc divergente, car ii« est plus grand que le terme 

L,(" + .)-V 
d'une série divergente. 
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On a aussi 

et comme — L( i — a;) > x, si o < a; < i , 

-Lp(/.-i}>- j^-^ > L^ZIiTTÏ^^^ -^■■■ 

^ _^ - "-C"- _ . ^ ^ 

-^ÇZln.Lp^id ... L.n.Ln'^n.Ln.L.n ... L,_,n' 

La série dont le terme général, lorsque n > e^, est 
i^ 

"" — K . Ln . V ... i;;;::;^L^)"'+i 

est convergente, car u, est plus petit qye le terme - ''^ tT " y 4^~ 
d'une série convergente. 
On a ainsi successivement les séries divergentes 

et les séries convergentes, si a > o : 

0& p est un nombre entier quelconque, n !> Cf, les termes de rang 
inférieur k e, étant choisis arbitrairement. 
Soit c une quanUté positive, la série 

2(„ + ,)L(» + .) ... L,_,(n + .) (!,,(» + c)p 

; ses termes sont plus petits que ce 
LfT, ... L;^; augmentent avec x si 3 

car si f est un nombre entier sup 
es supérieurs & ceux de la série 

2(r+^(n + ,)... !.,(» + ,) 



est convergente; ses termes sont plus petits que ceux de la précé- 
dente, car Lx, L^r, ... L^^; augmentent avec x si x >- 7^. La série 



est divergente, car si f est un nombre entier supérieur & c, cette 
série a ses termes supérieurs & ceux de la série 
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qui ne diflSre de la série divergente "^nLiT^L" 1"° P*"" '*^ ? 
premiers lArmes qui ont été supprimés. 
En parUcnlîer la série 

où n prend les valeurs entières, o, i, ... est convergeate si a > o, 
divergente si a = o. 

33. Réglas de Bertrand. — En comparant une série donnée 
à la série précédente, on voit que : 

Si, à partir d'un ranq déterminé, onau,<l-t , t» — r. 

'^ ■' I " ^nLn...Lj,_|n(L^n)'ri" 

a >. O, ia lérie Sa* e*t convergente. 
Cette inégalité peut s'écrire : 

Lu. + Ln + Ljrt -h ... + L^ + I'^4i'> ■< — aL^+i" 

on peut refflj4acer p par p — i , et supposer n > e„ L,n > i . Si, 

1 .■ .i !.. ■ 1 Lu„ H- Ln -1- L.n . . . -f- L.n . „ 

a partir dun rangdetermmé — — r— -' -— *- reste infé- 
rieur k un nombre — a, la série la^ est convergente. 

La comparaboa avec la série divergente, obtenue pour a^o, 
montre que : 

Si, à partir dun rang déterminé, on a u^'^^ rrrr 1 — , ia 

série £0b est divergente. 

Cette inégalité s'écrit : 

Ln» -t- Ln + L^ + ... ■+■ L^iH > o. 

En remplaçant p par p — i , on voit que, si i partir d'un rang 

.1. . 1 L«„ + Ln -t- L,n + ... -h L.n _ ... , , . .. 
déterminé, r-J- *- reste poaitu, ta séné zu. 

est divergente. 

On est conduit k chercher la plus petite limite l^, et la pins 

I 1- -. ,n j I'"n -H Ln + Ljn + ... + L,n , 
grande limite ï,, de ^ — ^^ ^ lorsque, p res- 
tant fixe, n augmente indéfiniment. Si ces deui nombres sont 
négatifs, c'est-i-dire si /, < ^, < o, en choisissant a compris 
entre ^r et o, on voit que la série u est convergente. Si l, est po- 
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silif, OU o < /p < 2,, la série est divergente. Mais si l'une de oea. 
limites est nulle, ou si elles sont de signes contraires, cette rigle 
de Bertrand n'indique rien. 
On peut remarquer que 

Lih+Ln+ t, n-h-:-^Lp+in __ L,,n LaB+Ln+L,n-t-...-HL pn 

Ca ^^ CLjiÎ ■"8™*"'* indéfiniment avec L^n, et avec n. Il en 
résulte que, si la limite ^ est négative, If+i est égal a — oo ; si' 
/p > G, /p+i est égal à + co . De même si £^ n'est pas nul, tf^, 
est infini avec le mâme signe que !£p. Les nombres successifs /,, 
/,, ..., If..., peuvent être nuls; mais, si l'un n'est pas nul, les. 
suivants ont le même signe. On est ainsi conduit à chercher la 
plus petite limite, pour n ^ oo , de chacune des quantités 

I,o„ + Ln Lu, -+■ Ln + L,n Lu„ + Ln + L,n + ... + ly» 

iln ' L,n ' *" Çn ' '" 

jusqu'à ce qu'on eu trouve une non nulle. De même pour la plus 
grande limite. Si on trouve un rang p déterminé, tel que ces deux 
limites extrêmes soient de même signe, si elles sont négatives la 
série loa est convergente ; si elles sont positives la série est diver- 
gente. 

Les limîtes t^i et iCp^-i sont alors égales à — œ dans le pre- 
mier cas, & + 00 dans te second. 

Si on trouve deux limites l„ iCp de signes contraires, les règles 
de Bertrand n'indiquent rien. Dans ce cas i^, =: — oo, X^, = -f- oo. 

Les règles de Bertrand no peuvent pas s'appliquer dans le cas 
où les phis petites limites If sont nulles, quel que toit />; ou si H^ 
reste dhI pour toute valeur de p. 

34. Deuxiàma méthode. — Dans la série convergente dont le 
terme général est Vn = ^ Ln.L,n...Lp^.n('v)'+" '*''*^® " ^ ^'" 
fonnons le rapport d'un terme au précédent, -j^ . De l'inégalité^ 
déjà obtenue (n" 22) : 
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on déduit . 

l,(nti)>'~'n.Ln.L,n...L,'_.'>-W''+'P'~"-lj>-L,«---C;;^(v; 
et; 

iT+i E(î+"il > (' ~ ;) l' ~ :s) > ' "" I. ~ ffii 

n.Ln ■ ■■ Lp_£n 

(;m)i> + i)...t^,(» + .) 

■^ n "" nLn nLnL\n '" nLnL^n ... Lp^,R 

car, BÎo<x<i,a>ola foncUon 

r = (.-.)'+• -. + (.+.)« 

«st positive, puisqu'elle est nulle pour a; = o, et augmente avec x, 
sa dérivée / = (i + a) [i — (i — a:)"] étant positive. Donc : 



^ (n+ i)L(n + .)L.(« + 1) ... L;_7(«-!- .)"(L,{n + .))'+• 

''^ \ n nLn "* nLn ... Lf^,nl \ nLn . . E^/ 

I I 1 I -t- a 

n fiLft nLn[i,R . , . Lp_ ,n /ÏCnL,n .^ I^n 

Donc, si, à partir d'un rang déterminé, on a : 

?i"-±l < I _ i ' — ' jL± « 

Ub n nLn '" nLn ... Cp_in nLn ... lyi 

U série 2an est convergente, car on aura -'"— < -^- . 
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Considérons, de mfime, la série divergente, dont le terme gé- 

néral est a, =^ ; i^Lfn i^ C — (n |W io"que n> 1 + ^4.,. 

De l'inégalité (n* 33) : 

lyi - 1,(1. - > ;j-— L 



on déduit : 



''^<--;ii:;ii77n7„- 



• n ' ' lïEn' *■■ '' nLn ... L^n ' 
Ona : 

'-5'= '"-"tir'!L;,y-' <(-'.)(-'.)-(-^^.). 

Mais 

(i — i,)(i — i,)(i — "'%)<. ï — a;o — X, — œ, + a:,SB, -h aîjX, H-a;,a;, 

< I — X, — x^ — i, — 2, + x^a:, + x^^x^ + x.x, + a^jO;, -t- t,i, + 1^, 

p + i 
(i — a,) (1 —a:,} ...{1 —x^t) < I — 2ir, + Sa^m 

et comme l^+,n>i,a:|,> ai, >...>a:p+„ chacun des '^ 1^ — ^ 

termes de Ix^m est inTérieur au premier x^x, donc 

î!=ti < , _ î _ J_ . . _ ' + ( p+ i) ( p + a) 

ti, n nLn ' nLn ... Lp+iH an'Ln 

Les deux derniers termes ont une somme négative ; en effet, si 
P = °' H»rn '^ nCn' 'ï*" " > * > ï- Si /) > r, il est facile de 
vérifier (n' 33) que 

^+. > M'" 

Fmi. — TUoii* im iltiM 1 tsmiM coulMte 3 
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expression qui augmente avec n, car sa dérivée par rapport & n a 
le signe de LiiLn — p > ep_iep — p > p(ae*p-i — i) > o car 
on suppose n >■ c,+i. Donc : 

ïiip > <a^ > (é)' > <"^ "'' > »'>- > '^"''.'^"'' 

pour toute valeur entière de p. 

an»Lïï ~ nLn ... Lp+in 

u» ^ n nLn nLnL,n '" nLnL,n ... hpn' 

Donc si, à partir d'un rang déterminé, oo a 

u„ n nLn "" nLnL,n ... L^ 

la série lun est divergente, car on aura : 

Posons 

X,= |5^' — 1 + - 4- 4- + ... + -|— I — î ,^)nLn ... lyi. 

' \ a„ n nLin nLnL^n ... L^/ 

Si, à partir d'un rang déterminé, X, <! — a < o la série 
2a. est convergente. Si Xp > o elle est divergente. On est aiosi 
conduit à chercher la jilus petite limite Ip et la plus grande limite 
'S.f de \p, lorsque, p restant lixe, n augmente indéfiniment. 

Si lf>o la série est divergente, si ï, ■< o la série est conver- 
gente. 

On aura : 

Xp+i = I •+- X^L^+,n 

il en résulte que, si If > o, l^^i = +00 ; si /^ < o, l^+i = — 00 . 
De mâme pour t^. 
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Si, poiu une valeur p, t^ ei ^ hmI poaitîfa, X^^, angimnito 
îndéfiDÎment avec n, la série est divergente. Silj,tA.îf seatnéga^b, 
X^i tend veFs — œ > la aérie est ccmvergente. 

3a. Ordre des terme*. — On ne change pas U somme d'«ne 
sérû i terme» positif, si on cha^e, d'uae bçon arbîtcake^ l'ordre 
des termes. 

Dans toute série on peut chui^er L'oedre d'nn nombre fini de 
tennei (n'S). Si la série est convergente, sa soeime ne chasg» 
pas. Si elle est divergente, elle reste divergente. Dans nue série à 
termes positifs on peut même changer l'ordre des termes arlâlrBi- 
remut, SoÏMit deux séries 1 terme» poàtiii 

(n) B,. «., .... u„. ... 

supposons, par exemple, que l'on ait, quai que soit le nombre 
entier p : 

H», = Vtf , U,^-, = U,p_, . B,,-, = Vtp-t 

les deux séries ont les mêmes termes, maie dans (v) ils sont dans 
l'ordre : 

Ui. Os, nj. Uf. a,, u* o»,.,, utp_,, a,,, Ut^„ ... 

Deux séries (u) et (v) auronk les mêmes termes ^ on peut asso- 
cier deux par deux les indices n et m de termes égaux u„ := Vm, de 
façon qu'à tout nombre donné n corresponde le terme v„ égal k 
u„. et qu'à tout indice m coare^Minde le terme u» égal à ti_. 
Chaque terme d'une série correspond k wa tenue bien détermina 
de l'autre, et inversement. Les deux termes qui se correspondent 
ayant la même valeur numérique. 

Supposons la série (a) convergente : 

S» = «j -I- a, + ... -*- n, a une limite S. 

Soit T„ = u, + u, + ... -f- u„. A chaque terme de T», corres- 
pond un terme égal de (a)', soit n le plus grand des indices de ces 
termes, n > m. S„ comprend tous les termes de T^, et peut en 
comprendre d'autres. Donc : 

T„ < S„ < S 
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Tk restant inférieur & S, quel que soit m, la série (u) est conver- 
gente, et a une somme T < S. 

Mais on peut démontrer de la métoe manière que S < T. 
Donc T = S. 

Si la série (u) est divergente, la série (v) est aussi divergente ; 
car, si elle était convergente, (u) serait aussi convergente, et aurait 
la mèiue somme. Dans ce cas T = S ^ oo. 

On peut ainsi, sans changer la somme, finie ou infinie, d'une 
série à termes positifs, changer l'ordre des tennes d'une fagoo 
arbitraire. C'est ce qu'on exprime en disant que la convergence 
est absolue. 

On verra plus loin (n' 38) qu'il y a des séries à convergence 
relative, dont la valeur peut changer avec l'ordre des termes. 

26, S4rlaa doubles. — Considérons une suite successive de 
séries convergentes, & termes positifs : 

n, =v,,, + wi,» •+- ... +i'i,m -1- .-. 
Bi = Us,i + Uî,i 4- ... + «!,« -t- ... 



et supposons que la série 2un soit convergente. Soit 

^ = «l.» +■ "^n-l ■+■ "»,■-» + .-■ + «n,|. 

La série Ixn est aussi convergente et a la même somme que 
Sun. En effet, la somme des m premières séries Ui + ui + ... + u» 
est égale à la série (n* 6) dont le terme général est 

«1.1. + "i.» + ■■■ -t- ««.t.; 

mais, en décomposant ce terme en m termes, on a une série con- 
vergente dont on peut changer l'ordre des termes, ainsi : 

u, -t- u, -I- ... + Q„ = ii„, -t- (v„i + vi„) + ... + 

{V„„ ■+■ Vt.m-I + ■■■ -t- "m.,) + {U„m+l + t;t,„ + ... -h V„.,) 4- ... 

Les m premiers termes sont Xl, x Xm, les autres sont infé- 
rieurs à x^^i, o^H+K'*- 
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2xn restant inférieur à la somme de la série convergente ^u„, la 

série 2xs est convergente. Si m augmente indéfiniment, le premier 

membre a pour limite îxn, lum a donc la même limite. 

Dans la série 2x>, on peut décomposer Su en n termes v, on a une 
série convergente dont le terme v^,„ a le rang 

(n + m - (n + m — a) . . 



Hais on peut changer l'ordre de ses termes arbitrairement, et rem- 
placer une série 2uh par une série double à termes positifs. La 
valeur sera la même quel que soit la façon dont on calcule la somme, 
pourvu qu'on prenne tous les termes. 

27. Cm partiouUar. — Si le terme général Un d'une série tend 
vers zéro, on peut toujours ranger les termes dans un ordre tel 
que les régies de Bertrand n'indiquent rien. 

Si la série Xu. est convergente, on choisira une suite illimitée 
de termes d'indices croissants u^ . u~,... a. ,... et des nombres 
entiers croissants V|, vi,... Vp,... tels que 

«(Un, > I. "iii,j > I,... VfU^^ > I. 

On pourra cbanger l'ordre des termes de façon k donner au terme 
u^ le rang Vp, pour chaque valeur de p ; alors, pour une suite 

illimitée L/iu» > o, — -V— > i, les règles de Bertrand ne 

pourront pas démontrer la convergence. 

Si la série est divergente, et si u» tend vers zéro, aux nombres 
entiers vi, tii,..., Vp,..., on peut faire correspondre des termes 
d'indices croissants, tels que 

car il existe toujours un terme u. , inférieur & -f. de rang supé- 
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rieur k np_i . On pourra changer l'ordre des termes de façon -qm Bb 
prenne le rang ti,. Alors, pour une suite illimitée de termes 

, ^ Lnu„ ^ 

If» règles de Bsrtiand ne pourront pas démtNitrer U diver^moe. 
Soit, par exemple : 

o.t = /['"+' . a , = foXi^!.-.-!) 
v = o, I, 3,... o <p < a". 

Il est facile de vérifier que les indices de u, et les exposants de k 
prennent toutes les valeurs entières. 
Supposons 

va 

Si 

n = a« UP^ = ^^'^ + ^'' 
' Ln La tiEâ 

a pour limite t-. L (Va) >- o, si v augmente indéfiniment. 
Si 

„ — ,. ^- , ki^J^) = , ^_ (a' — f) 3 Lfc 

tend vers — oo . Les règles de Bertrand ne peuvent pas s'appli- 
quer. Mais, en changeant l'ordre des termes, on a la progression 

géométrique convergente Ik". 

Soit : ' 



Les indices d« a, et les dénominateurs v*, v* + p, prennent 4i 
les valeurs entières. 
Si 



Ln L(3V — 1} 



a pour limite - 
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. ^ ■ " a pour limite + i . Les règles de Ber- 
trand ne s'appliquent pas. Maie, en changeant l'ordre des termei, 
on a la série hannoaique divergente ^ - ■ 

On pourrait, avant d'appliquer les règles de convergence, réta- 
blir les termes dans l'ordre de grandeur décroissante. Mais cela 
n'est pas toujours aussi facile. 

Quant aux rjgles de Bertrand déduites du rapport ^^ (n* 34), 
elles sont souvent utiles, quand elles conduisent k des calculs 
simples ; mais, théoriquement, elles se ramènent à la comparaison 
directe (n" 9). Du reste, elles ne peuvent montrer la convergence 
que si les termes décroissent, h partir d'un rang déterminé. 

Les règles de Bertrand n'indiquent rien également si 

Lim- Lm- ... + L,n, . , , 
j~^ '^ tend vers zéro, quel que soit p. 

28. Exemple. — A chacun des nombres entiers i, 3, 3,... f.... 
faisons correspondre des nombres entiers croissants vi,vt,Vi,...v,,... 
tek que v,>eq, ou Lf(ut) > i. Considérons la série dont le 
terme général est 

"" = nL/.L,n...L,_.n(L,r.)' 
OÙ ii,<; n -^ u,+t. C'est-4-dire ii« := -| pour n = i, 2... vi, 
ii„ = -,r_,i pour n ^ i)| -f- I, wi -t- a,.,, tu, et ainsi de suite, 
g augmentant d'une unili quand n dépasse la valeur v^. Le nom- 
bre ij augmente indéfiniment avec n, quoique cette augmentation 
soit très lente (n" 33). Quel que soît le nombre donné p, on peut 
n assez grand pour que q soit plus grand que p. Alors ; 

■B + ... + L(/t — Lp+i» — Lp+afi ■■■ — L,_in — aL^ 
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Hais — diminue ei x augmente à partir de a: = e, car sa déri- 
vée est — T — < o. Si X > e, — < -■■ 
Si 

Si, p restant £xe, n augmente indéfiniment, 7 devient infini, 

I'»4-ii ,1 , Lub ■+■ Ln + ... -+- Lnr , , , 
-pr- tend vers zéro, amsi que rj- ^ . Les règles 

de Bertrand ne peuvent rien indiquer. 
De l'inégalité (d" 32) : 

i.„-i,(„-,)> „ i .„,\_,„ 

on déduit : 

_' ^ L^-L, (n-i) V- L, (" - 

nLn ... L,_,n{L^)» ^ (Ivi)« ^ ~X;SL,(n ~ ï) 

I I 

— L,(n— I) E^ 

2 /iLn...L,_,n(L^}«' < C^ ~ L7(ïrM) *^ I-",(i.,)" 

Si la série V 17777 **' convergente, et a une somme A ; pour 
9=1 
la série lun, soit n < u,+,, on a : 

*■ < ^-t + ETra ^ crk) "^ - * i;k < ^•' * * 

il en résulte que la série lun est convergente. 
De l'inégalité (n- 22) : 
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■ ^ L,(n-t-i)-L.;. ^ L. (n+ l) - L.;i 

"H-i 
._-f+^ »■-" - L,-."(lV>)' ^ '-,(■ + ».) ~ !..(■ + <-,+.) 

MaisL,(Wj+,) = eL,+,(ij^,)>gL^^j(i,^^j^ car -_^ >c8ia;>i; 
et coEome u, > e, 

L,^) ~ L,(n-u,) ^ i-,U, ... L,_,it,(L,u,)» ^ e^g_, ...e,e "^ ê* 

2 1 ^ ■ _ 1 _ I 

„ , ^ ,_ ""^ .- l.^in(V)' Ni",) " el.,+1 («,+■)' 

Dans la série (u) 

•rl-t 

2 °" > ô; + &■, + - + lJt, ~ ; ~ i'i - - 5 ~ 

;(& + - + i,+,(u,+,)) 

.l«»im.eL.H..(»,+,)>i . .l,,^,'(,,^,j <; 



ei ^ e— I 



Si la série ^ J , (v\ *** divergente, il en résulte que Su augmente 

9= I 
indéfiniment, U série lOn est aussi divergente. 
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Par exemple, 8Ï e, < w, < e^,, L,{»,) reste fini, la série 2u„ 
est divergente. Si L, (tt,) > 9', c'est-à-dire v, > «•' , »j > c' .... 
la série V > y < sera convergente, «nsi que la série lUm- 

29. Régie de Kommer. — SiXy, Xp^i,... X„,... jonf des nom- 
bres positifs tels que 

X„Ub — X«+iUb+, > a„+, 

pour /oaie ua/eur rf^ p, la série Swu es( convergente. 

En effet, en ajoutant ces inégalités, où n prend les valeurs 
p, P + I .... n, on a : 

1%,+, + Up+i + ... H- B„+, < XpB, — 1^10,+, < Vf- 

Cette inégalité ayant lieu pour toute valeur de n > p, la série est 
convergente (n* 7). 

En particulier, il en résulte que la série (u) telle que 

-^" = ■ , — . pour toutes les valeurs de n, sera convergente. 
On en déduit : 



à uae suite de nombres positifs X» correspond une série (v) cod- 
vergente, la règle de Kummer revient à celle du {n° 9), où 

Inversement, si Iv» esl une série convergente donnée, de 
somme S, posons (d° 6) : 

S, = u, M- «a + ... M- 1.„ = S — R„ 

et VnXn :=%, + a, a étant un nombre positif, ou nul, déterminé. 

^■"n — ^^-ifii+l = Rh — Rb+i = Vb+i- 

Ia règle de Kummer, appliquée aux nombres X„ = - — - — . 
revient à la comparaison de ^ et ^ • 
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Mais, ponr étudier une n&ie Zo. donnée, il «st [rfus simple de 
choisir des nombres posiLifs X», que de chercher uoe série conver- 
gente Zvb. Dans les applications, le choix arbitraire des X rend 
cette rî^le très générale. 

Par exemple, sott la série de Bertrand : 

I 

nLnLtn ... l^.^n{Lpny 

prenons X„ ^ liLnLtn. . . LpW , Xi,u„ = j— - 
On a (n* 28) : 

L,(r — i) I^ nLn ... Lp_tn(Iv>)* 
>«_iti»_i — X„ii„ > n, 
on 

ce qui mootre que la série eat convergente. 

Inversement, si BnXn — ««+,>■+, ■< o poar tomte valear « > p, 

et si ta série X' j- esi divergente, la série 2ub esi divergente. 
n = p 

On a en effet ^±i> -j^', et l'on est ramené & la règle du 



30. Méthode des groupemeats. — Soient ni, ni,... n,,.., 
des nomhre* entiers croissants. Posons : 

Ql + n, + ... -t- [^ = u, , (!■,+, + Ubi+i-»- -.- +<•>., = >'». 

La série Iv^ et la série lun, à termes positifs, seront toutes les deux 

p=i 
convergentes, ou toutes les deux divergentes. Car 

S„ = 2n„ = II, + jj, + ... + Up, 

et Rp augmente indéfiniment avec p. 
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Plus généralement, si la série (t>) est convergente, et si 

%+t + •■■ +%+, O^+i 

pour toute valeur de p. la série (u) sera convergente. 

Si la série (v) est divergente, et si 
«.+, + ... + Un > Up+i, la série (a) sera divergente. C'est 
la méthode employée au n* 28. 

3t. 8éri«« déoroLnantMi. — Si les termes de la série (a) vont 
en décroissant : 

Il > ni> - n„ > ii„.^i... 

on aura : 

(a^, — np)(in,j., < ii«j,+. + 0,^+, + ... -t- o,y^, < {"p+i — n,) u,^- 

Si la série dont le terme général est Vp = (n^i — n,) Oo^^, est 
divergente, la série 2un sera divergente. 

Supposons les nombres n^ choisis de façon que -^' reste toujours 
supérieur & un nombre fixe A > i. On aura 

("j+i — "p) s+, > "P+< (' — i) %+t- 

Si la série dont le terme général est Vf = npU„ est divergente, la 

série 5] — jr~ "p et la série loa seront aussi divergentes. 

De même, si la série de terme Vp = {n,+i — n^) u» est conver- 
gente, la série lun est convergente. 

Supposons que -^-' reste inférieure h un nombre B, on aura 

{",+. — "p) u„p < (B — i) npu,p 

donc, si la série de terme général Vp ^ n,u, est convergente, la 
la série ZUn est convergente. 
Si, quel que soit />, on a : 

i< A < ?|;+J < B 
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les deux séries Iv, et 2u<i, où v,, =: nj,a„ , sont toutes les deux con- 
vergentes, ou toutes les deux divergentes. Pour savoir si la série (u) 
est coavergeate, on peut étudier la série (v). 

33. Condition nâoeisaire. — Si les termes u„ d'une série sont 
positifs et décroissants, et si nun ne tend pas vers zéro, la série est 
divergente. 

En effet nun ne tendant pas vers zéro aura une plus grande 
limite Sï > o. Soit c un nombre compris entre o et ï. Il existe 
tine suite illimitée d'indices telles que nun > c, et l'on peut choi- 
sir cesindices/ti, ni,... n^... tels que -^^ soit plus ^and qu'un 

nombre A >■ i. Puisque, après le rang An,, il y a toujours un 
rang n tel que nun > c. 
ha série de terme général 



est divergente, puisque le terme générale v^ ne tend pas vers zéro. 
Donc la série lOn est divergente {n* 31). 

Pour qu'une série & termes positifs décroissants soit conver- 
gente, il faut que le produit nun tende vers zéro. Mais cela ne 

suffit pas ; par exemple la série V -l~ est divergente, les ter- 



33. Théorèma de Caïudiy. >— Soit a un nombre entier, plus 
grand que i. Soit (n' 31), nf=^ar,-^ = a. Les deux séries 

.2 Ua et la''a^ sont toutes les deux convergentes, ou toales les deux 

■ p=i 

divergentes. 

Soit, par exemple, Un = i /i „\i on aura : 
et comme rr^~r~z tend vers i, pour p = oo , on est ramené k la 
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série ^ inCÂi ■ I^ même méthode permet de la ramener i la 

série convergente 2 THEôP ' '" 2 n* ' 

Od peut ainsi établir la convergence, ou la divergence, des 
séries de Bear Iraod, en rédiiiiaot succesHTenHut d'une unîti f ordre 
de» logarithmes. 

34. Règto d'EnnakOT. — Soit 2a, une série à termes pontifg 
décroissants, et n^, n,, ..., n,, ... mie suite de nombres entiers 
croîssaoti. iSi, poar toalet la valeurs de p sapériearei à un 
nombre donné, on a -^ (n^+i — np) < K < i, ii airie Itit est 
convergente. 

On a, en effet (n* 31), en supposant;) > 9, nombre fixe : 

En ajoutant ces inégalités où /> ^ ç, f + i , . . . , on a : 
S^-S,^<K{u,-i-u,+i-i-... + u^,)<K(u,+u,+ ...+ii,^)=KS,^ 
car les nombres n^ augmentent avec />, el n^ > p 



si ;>, et n,, augmentent indéfiniment, S^ ne d^iaase jamais on 
nombre fixe, donc la série est convergente. 



Hiver génie. 
On a, en eSiet : 

^ — \_, = S_,+i + ■- + %>(% — 'V-i)"., > Oy- 

Sip>p' > q 

\ - \ > "V+i + >!;■'+, + ... + Bp = Sp - S,- 

à chaque nombre entier p on a fait correspondre un nombre entier 
rtp. Posons 9 = X«, nv^ = Xii "x = ^. •■■• "x "^ \-H' ■■•> '■?+i 
étant toujours le nombre n^^ qui correspondait au nombre entier 
Xp. On aura : 
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Les nombres }^ augmentent indéfiniment avec p, 

V. - ^ = V +%+.+■■■+ V. > *"■ " ^' 

g restant fixe, si p augmente indéfiniment, on a use somme de 
termes consécutifs qui ne tend pas vers zéro lorsque le rang 
71 := Xp + I augmente indéfiniment. Donc la série est diver- 
gente (n" 3). 

Par exemple bî itp = af, a étant an nombre entier, 

«p+i — ip = <" — I) et n, — np_. = a^-'ia — [)■ 



Op 

En particulier si ---— - a une limite l, pour />=:«; si /< i la 
série est convergente, si / >> 3 elle est divergente. 

Pour les séries convergentes de Bertrand, on trouve / := o ; pour 
les séries divergentes de Bertrand, / = + oo . 

36. Retnarqnea généntles. — Étant donné une suite de quan- 
tités M,, M, Mn... qui croîasent constamment et indéfiniment, 

on a vu (a* 20) que les séries dont les termes généraux sont 
M«,4_* — M- M-j., — M* 

Mb+1 m«+i n„ 

sont l'une divergente, l'autre convergente, et — = M„. On obtient 
ainn des séries dans lesquelles ce rapport Mh augmente indéfini- 
ment, mais aussi lentement que l'on voudra. 

Si la série £0. est divergente, on peut obtenir une série diver- 
gente £tiii telle que -" augmente indéfiniment avec n. Soit : 
S, = u, + a, + ... -h a„ 

u„ = v's; — v/suT, , «. = /s; 

OD a : 

qui augmente indéfiniment avec n et Sn. 
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La série 2v„ est divergente, mais - augmente indéfùiîmeat 
avec n. — tend vers zéro. 

Un 

Si la série la^ est convergente, on peut obtenir une série con- 
vergente, 2Vh, telle que -~ tende vers zéro. 
Soit (n° 5) : 

R» = n»+i -*- "n+t + •.. 

u, + w, -h ... -h t)„ = v'E, — v/fû < \/K,. 
La série Ivn est donc convergente 

ce rapport tend vers o, ainsi que Rn. 

36. Séries d'Abel. — Si la série lu» eit divergenU, la série 
4^ a .1. est convergente si a >■ o, divergente si a < o. 

En effet, si o < x< i et o> o, la fonction 3- = (i — x)~' — ax 
a pour dérivée y' := a[{i — a:)"""' — i] > o, y augmenta avec a;, 
pour X = o, y = I . Donc 

(i — x)-' > I -H oa: 
si X = g^, comme o < «„ < S», on a : 

/S-.\- _ / S,-u. \-' ^ , _^ a. 

l"S7J -[—s;;-) >'-^-s. 
" S7+"' < sv:; - s? 

en remplaçant n par p, p -+■ i, p + 2, ..., p + n, et ajoutant, 
on a : 

(s'+' ^ S'+- S'+-) ^ S" S\ ^ S- 

\ p p+i p-\-*/ p—i p+it p~i 



DigitizcdbyGOOglC 





SÉRIES A TERMES POSmPS 






«9 


2s^ est convergente. 
D'autre part : 


qiM 


u 


ténu 


sS-s2 




s. 


-*— 


J!±t 





n restant fixe, S,^,, augmente indéfiniment avec p, puisque la 
série 2un est supposée divergente. Quel que soit n, U existe donc 

un rang n + p tel que 8,+^ >3Saeti — S^^-^a" 

Dana la série ^g^< quel que soU n, on peut trouver p termes 
consécutifs qui suivent le terme de rang n, dont la somme ne tend 
pas vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Donc, la série 

^..a" est divergente (n° 3). 

Si a < o, ^1^ '^ SI "^ partir d'un rang déterminé, puisque 
Sn~' augmente indéfiniment. La série ^g-ïTô wt donc aussi di- 
vergente. 

On peut remarquer que, si 2ug est une série convergente, la 

série ^ w - fTk est convergente quel que soit a; car le rapport &,'+' 
des termes de ces deux séries a une limite déterminée S'"*"" > o. 

En particulier les séries Xoa et ^^ sont, en même temps, 
convergentes ou divergentes. 

D'une série divergente lon on déduit ainsi une série divergente 

2vb telle que ^ ^ g- tende vers zéro. On peut ainsi former des 
séries qui divergent de plus en plus lentement, et des séries 
^-g-ix. qui convergent de plus en plus lentement. On peut en 
déduire successivement la divergence et la convergence des séries 
de Bertrand. 



Fuki. — TLéoria dtt liiin i larmei coiuluiti 
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SÉRIES A SIGNES VARIÉS 



37. Séries absolnment oonvergontes. — Soit Su„ une série 
dont les termes ont des signes arbitraires, mais telle que leurs 
valeurs absolues forment une série convergMite 2!u>|. Les terme» 
positifs et négatifs, pris séparément, forment deux séries ctmvec- 
gentes. En effet, supposons que les n + ^ premiers termes com" 
prennent n termes positifs ayant pour somme SJ, et p termes né- 
gatifs ayant pour somme — Sp*. Dans la série £|u„j la somme des 
rt -+- p premiers termes est Sn' + S/, elle a une limite déterminée 
S. Dans la série formée des termes positifs seuls, la somme des 
n premiers termes est 

S,' < S,' -h V < S 

comme elle est inférieure à S, quel que soit n, la série est conver- 
gente (d* 7). 

Les termes négatifs changée de signes forment également une 
série convergente, car S/ <^ S, quel que aoit p. Lorsque n~¥- p 
augmoite indéfiniment, Sn' et S/ ont des limites S' et S' dont la 
somme S' + S' ^ S. Pour la série lun, la somme des n -t- /i pre- 
miers termes est Sn' — S,' qui a pour limite S' — S'. II en résulta 
que cette série est convei^nle, et a pour somme U différence des 
valeurs des deux séries formées des termes positifs et négatifs pris 



Lorsque les valeurs absolues des termes forment une série con- 
vergente l\Un\, on dit que la série 2u„ est absolument convergente. 
On peut modifier arbitrairement l'ordre des termes, sons changer 
la valeur de ta somme. 
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Ed effet, supposons qn'on change l'ordre des termes comme au 
D*36. Les tenues positifs et négatifs forment denx aériea qoi 
eonserreront les méoMs termes et les mêmes sommes, la série 
20, aora toujours ponr somme S' — S*, quel qiie soit Tordre des 
termes. On peut également remplacer chaque terme par une série, 
poprvu que Iss sommes des valeara abtolaa de chaque terme 
Jorment une série conoergente (n' 36). 

Pour reconnaître si une série 2tb, est abeolament convo'gente, 
on cherchera si la série des valeurs absolues 2\am] est convergente. 
Par exemple, si 2o^ est une série convergente à termes positib, et 
si Innl <. u», à partir d'un rang déterminé, la série 2a^ sers abso- 
loment convergente. 

Si la série ^Un est absolument coavergwte, et si a,, a,, ....a,... 
sont des nombres dont les valeurs absolues restent inférieures à un 
nombre fixe A ; c'est-à-dire si — A ■< a, < A quel que soit «, la 
série Sa„tin est absolument convergente. En effet les séries 2[Un| 
et I'.or Un\ sont alors convergentes (n° 8). 

38. Séries simplement oonvergenteB. — Si la série Su. est 
convergente, sans Stre absolument convergente, on dît qu'elle est 
simplement convergente ('). La série des valeurs absolues SlUnj 
est alors divergente. Les termes positifs, pris séparément, forment 
une série divergente, ainsi que les termes négatifs. En effet, soit 
S'n la somme des n premiers termes positifs ; avant le dernier de 
ces termes il y aura des termes négatifs, soit p leur nombre, et 
— Sp' leur somme. A chaque indice n correspond un indice p ; 
les n + /> premiers termes de la série Su* comprennent n termes 
positifs et p termes négatifs. Puisque la série est convergente la 
somme de ces n -H p premiers termes Sn+p = Sn' — S,' a une 
limite S, lorsque n augmente indéfiniment. Dans la série & termes 
poMtifo 2|Hn|, la somme S„' + Sp', des n + /> premiers termes, 
augmente indéfiniment. Donc S^' = r {S»' -I- S,*) + - S»^, aug- 
mente aussi indéfiniment avec n, ainsi que S/ = %! — Si^.*. 



(') L'eipreanoD térie Mmî-CoavergMle, employée qu^usfon, peat ea- 
toriner des coofouoiM, car eUe djti^t cmtainea tènet dtver^nUt (n* 90). 
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39. Ordre des termes. — Soit 2un une série à termes positifs 
divergente, dont le terme géoéral u» tend vers zéro ; et 2.Vh une 
série également divergente, dont les termes sont tous négatifs et 
tendent vers zéro ; la somme de ses n premiers termes tendra vers 
— oo . On peut former une série convergente, dont les termes 
seront ceux des deux séries (u) et (v), et dont la somme sera un 
nombre A, positif ou négatif, donné arbitrairement, 

Pour cela, conservons l'ordre des termes de la série (u), en 
intercalant des termes de la série (v), dont l'ordre sera aussi con- 
servé. Nous formerons des groupes successifs de termes conséculiffl 
de chaque série, de façon que la somme soit alternativement plus 

graode et plus petite que A. Soient Up,, Up Up^, ... le dernier 

terme de chaque groupe de la série (a), et Vq^, Vq^, ... Vq , ... le 
dernier terme de chaque groupe de la série (v). Supposons A >> o, 
on aura : 

/>! >« 1 , \ < u, + a, + ... + Up, «^ A + (^, 

car, si la somme dépassait A ■+- ap^, on s'arrêterait au terme 
i^,_i. Les termes tf étant négatifs on choisira v,, de façon que 

A -H tij, < u, -t- u, + ... + op, -i- V, + V, -h ... + «î, < A 

puis OD ajoute les termes Up,+i, ttj,^+%, ..., Up, pour avoir une 
somme supérieure k A, mais au plus égale i A + Up,, et ainsi de 
suite; ce qui est toujours possible puisque, les deux séries étant 
divergentes, les termes qui dépassent un rang n, ont une somme 
qui devient, en valeur absolue, aussi grande que l'on voudra. 

Dans la nouvelle série, les p. + ^n-i premiers termes ont une 
somme comprise entre A et A + Up^. les termes suivants sont né- 
gatifs ; la somme des termes diminue donc jusqu'à ce qu'on ait 
pu + Çn termes, la somme est alors comprise entre A. -t- Vq et A. 
Puis la somme des termes augmente, et la somme des pn+i -+- q„ 
premiers termes est comprise entre A et A -4- "p,,. ,■ ^ somme des 
termes de la nouvelle série va successivement en diminuant, et en 
augmentant, mais en restent comprise entre A -\-Vq et A + Up > 
puis entre A -I- Uj_^ et A ->- Up , ensuite entre A + »j_^ et 
A -t- «p,^,> et ainsi de suite. 

Gomme pn et q» augmentent indéfiniment, Up et oq tendent 
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vers zéro, la somme a pour limite A, la série formée est conver- 
gente. 

On pourrait former, de la même manière, une série divergente, 
dont la somme Sn oscillerait entre deux limites A et B. Soit 
A <; B ; on choisira les rangs p„ et y, de façon que la somme des 
pn premiers termes (u) et des tjt^i premiers termes (i>) dépasse B. 
Puis on prend des termes consécutifs de (u) jusqu'à v^^, de façon k 
avoir une somme inférieure à A, et ainsi de suite. 

Enfin on pourrait former une série dont la somme augmente 
indéfiniment, en choisissant les combrea p,t et gn, qui se corres- 
pondent, de façon que l'on ait, pour toute valeur de n, 

— (". -*-«, + - + "îj < 5 {". -1- "i + - + >¥,) 

la somme des pn + qn premiers termes est alors sapéiieure i la 
somme ~ (u, -h u, + ... + UpJ qui augmente indéfiniment. On 
pourra ainsi cboisir arbitrairement la suite des nombres />», puis 
déterminer le nombre ^n correspondant i pn, et qui augmentera 
indéfiniment en m&me temps que pn- 

Si une série est convergente, sans être absol'jment convergente, 
on peut, en changeant l'ordre des termes, obtenir une série con- 
vergente ayant une somme arbitraire, ou une série divergente, les 
sommes S. pouvant n'avoir aucune limite, ou tendre vers + co , 
ou — 00 . 

La convergence, et la somme de ces séries, ne dépend pas de la 
valeur des termes, comme dans les séries absolument convergentes, 
mais seulement de l'ordre des termes. 

Cependant on peut toujours changer te rang d'un nombre limité 
de termes, sans changer la somme de la série (n" 6). On peut 
même changer l'ordre des termes de façon que le rang de chaque 
terme ne soit déplacé que d'un nombre fini. Soit en effet lun une 
ftérie quelconque dont le terme général Un tend vers zéro ; et Iv, une 
série formée des mêmes termes comme au n* 3S. Les indices n et 
p se correspondent deux à deux de façon que u» = t^. Nous suppo- 
sons qu'il existe un nombre fixe q tel que 
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c'est-à-dire n~-q<^p'^. n-hq, quel que soit n. ConsidéroDS les 
deux eommes : 

S, = u, + n, + ... -1- a, 
S',+, = «,+»., + ... -hv„+t 

la seconde comprend tous les termes de la premiërQ, mais com- 
prend q termes de plus, égaux à q des termes Un+i, Un+i,... Um-ii- 
Donc 

I S-^^, - 8„ |< [ «„+. I -H K+. I + .. . I n«+« 1 . 

Mais si u» tend vers zéro, lorsque n devient inQni, la somme des 
valeurs absolues de 2 ^ termes consécutifs tend aussi vers zéro, si q 
est un nombre Gxe. Donc S'r>^, — S„ tend vers zéro. Si l'unedes séries 
est convergente, l'autre est convergente et a la même somme. Si 
l'une est divergente, l'autre est aussi divergente. Si Un ne tendait 
pas vers zéro, les denx séries seraient divergentes. 

40. Théorème d'AlMl. — Soienlvi, u„... v.,... des nombret 
tels que 5» ^ ui + u« + ... + Vn ail, quel qae soil n, un£ valeur 
absolue inférieure à un nombre fixe A; et ai, oi,.., On,... des nom- 
bres qui tendent vers zéro, et tels que la série I,(am — <M->) ">'' 
absolument convergente. La série S^nVn est convergente. 

Si an tend vers zéro, la série («i — ai) -h ((h — oj) ^- ... + 
(Ofl — Om+i) + ..., dont le terme général est Oa — a^+i, est con- 
vegente, et a pour somme ai. Nous la supposons absolument con- 
vergente. On a : 

0»=&n~ S,_, 
a,V|-Ha)t'i-h...+a„UB=a|Sj-t-aï(S, — Si)-I-... -•-«■(S, — SB_t) = 
S, (a, - a,) -h S, (a, — a,) + ... -1- S,_, (a._, — o„) + <.„S, 

comme | S» | < A, OnSn tend vers zéro, commeon. Laséne2l(<in — om-O 
élant absolument convergente, la série 2Si>(aii — Qn+i) est aussi 
absolument convergente (n" 37) ; la somme aiUi + Oiu» H- ... 4- OnV^ 
a donc pour limite la somme de la série IS. (a. — <Zii+i) ; la série 
SonV» est convergente. Hais en général elle n'est pas absolument 
convergente. 

Dans le cas où les sommes Sn ont une limite S, c'est-à-dire si 
U série 2^ est convergente, il n'est pas nécessaire de supposer 
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que On tend vers zéro. Le théorème d'Abel peut alors s'éaoncer 
ainsi : 

Si la série Svn est convergente, et si la série S,{an — On+i) est 
absolument convergente, la série la„Vn est convergente. 

En effet, la série Z(an — an+i) étant convergente, la somme des 
n — I premiers termes ai — On a une limite, donc On a une limite 
a. On 8 encore : 

a(i'i+o,i'a-i-...-(-(i„i>„ = S|[a,— Os) -*-... + S„_f(a„_i — a„) 4- a«S„. 

La série Iv» étant convergente, Sn a une limite déterminée S, et 
fhi&n a pour limite aS. Gomme la série IS.((iii — a«+i) est encore 
absolument convergente, la série ^nUn est convergente ; sa somme 
est celle de la série absolument convergente 

aS + zS„(a, — 0,+,)- 
Ëo particulier, supposons que ai, ai,... On,-.. soient des nom- 
bres positifs décroissants : 

a, > Il > a, > ... a, > a„+,... > o 

ces nombres On ont une limite a, la série S(a* — Ai-^i) est absolu- 
ment convergente, car ses termes sont positifs, et les n premiers 
ont pour somme ai — On+i, qui a pour limite ai — a. Le théo- 
rime d'Abel prend alont les deux formes suivantes, suivant que a 
est positif ou nul. 

Si la somme »< + U) + ... •+■ VnO, quel que soit n, une valeur 
absolue inférieure à un nombre fixe A; ettiuu ai,... On,... sont des 
Tiombres positifs décroissants, qui tendent vers zéro, la série ÎJhv„ 
est convergente. 

Si la série 2wn est convergente, et si les nombres positifs 
ai, ot,.,. On,... vont en décroissant, la série lonVn est convergente. 

41. Exemple. — Si la série l{a„ — an^-i) est absolument con- 
vergente. On tendant vers zéro, et si o < d < an, les deux séries 

I -HOiCOsÔ-i-ajCOïifl -h ... +a„cosn8-j- ... 
et 

«1 sin S + O) tin aS -H -.. -H On sin nO -t- . 
•ont convergentes. 
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En effet oq a : 

3 co! n6 sin * = un t!L±-l 6 — «n '" ~ ' fl 
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La valeur absolue de cette somme teste inférieure ou égale à 

— g valeur finie, pourvu que $ ne soit pas égal & o ou a Ant. 

sin ~ 
j a I 

De même a sîn nd sin - = cos — --—- Ô — coa — — — ô 

(sin 9 + sin ad -t- ... + sin n9) a sin - ^ 

/ 9 3e\ / 39 59\ 

(CO.--COS -j H- (coi-^-- cos _)+...+ 

(cob'^^^9— coï— -i-^sWcos-— cos^"-— 9=3sin^i^flsiii''9 
\a ayaa aa 

Bin ^^^ 9 «n " e 
sin e -(- sin 39 -I- ... + ain nB = j 



dont la valeur absolue est inférieure ou égale & — „ . Donc, si 

sin - 

I 3 I 

G •< 6 < ajc, la convergence des deux séries résulte du théorème 
d'Abel. Si $ = o, ou a it, la seconde série a tous ses termes nuls : 
la première devient i + lon, elle peut être divergente. 

Les deux séries sont, en particulier, convergentes si o < 5 < a n, 
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lorsque a,, 0%... Oa... sont des nombres positifs décroissants, qui 
tendent vers zéro. 

Par exemple, on a les séries convergentes : 

v^ cos nS ^1 sin n6 

2COS nO ^ lin nO 



42. Séries à signes alternés. — Dans la série la^Vn (n* 40) 
supposons y„= ( — i)""*"', ou v»+i = i, «» = — i. Les sommes 
Vi + vi + ... + Va prennent les valeurs i et o. Si les nombres 
positils Qi, at... On... décroissent et tendent vers zéro, la série k 
signes alternés 



est convergente. 

Les sommes S» = a„ S] = Qi — (ai — oj),... Si,_i... sont des 
nombres positifs décroissants, qui ont une limite S ; les sommes 
Si, Si,... Sin... sont des nombres croissants qui ont la même 
limite S. Le reste 

H. = (-■)"[*.+. 



■ {On+l — On+s) — (flh+t — On+i) 


...] 


{- I)" [{0,^. - ftH») + K+. 


— a«+0 + 



est compris entre o et ( — i)"»,^,. Les sommes S» sont alternati- 
vement supérieures et inférieures à S, la différence S — Sn étant 
toujours inférieure en valeur absolue au premier terme négligé 
On+i, et de m&me signe. 
Par exemple la série 



est convergente, sa somme est celle de la série absolument conver- 
gente : 



"ÎTS + •■■ + (.» -.)»»■* 



■~2à2it{: 
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Il est facile de vérifiar que la série 



formée des méines termes, n'a pas la même valeur. La soomie est 
celle de la série absolument convergente : 

a ^ an(ïn — i) a 

43. Produit* Ulimités. — Soit lu. uoe série absolument con- 
vergente. Il existe un rang p, tel que [ Un { < i si n^ p, alors 
I +ii»>oetL(i +UB)a une valeur réelle. Si n augmente indé- 
finiment Un tend vers zéro, et — — tend vers i . Donc la série 

2L(i + Un) est aussi absolument convergente. La somme 

L(i -h «,) + L(i + D,+,) + ... -K L(i + «») 
a une limite déterminée A, et le produit 

(.+«,)(! + .,+,)... (■+».) 

a pour limite c, lorsque n augmente indéfiniment. Le produit 
(i + Ui) (i + Us) ... (i + Un) a également une limite, qui n'est 
ni nulle, ni infime, pourvu qu'aucun des facteurs i -i- u. ne soit 
nul. 

Si £u„ est une série divergente h termes positifs. Un tendant vers 
zéro ; —■ — -^ tend encore vers i et la série 2L (i + u„) est aussi 
divergente. Il en résulte que le produit (i + ui) (i + Ui) ... 
(i •+■ u„) augmente indéfiniment, comme son logarithme. 



— L(i — Uf) — L(i — Upj-i) ... — L{i — Un) augmente aussi 
indéfiniment. Cette somme est le logarithme de 

(■-»,)(.-U,+,).-. (!-«,)• 
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Donc le produit (i — u,) (i — ip+i) ---(i — «■) tend vers léro, 
ainsi que le produit (i — Ui) (t — ot) ... (i — a„), lorsque n 
augmente indéfiniment. 

44. Étude de -"— . — Si le rapport ^^' a une limite négative /, 
la série 2Un est i signes alternés, à partir d'un rang déterminé. 
Si o > />- — I la règle de Dalembert montre que la série est abso- 
soinment convwgente. Si / <C — i elle est divergente. Lorsque 

1 = — I, si -^^ tend vers — i en restant inférieur à — i, 
-^ > I la valeur absolue de u» ne décroît pas, et ne tend pas vers 
zéro, la série est divergente. Si -^=^ reste compris entre o et — i, 
les termes décroissent en valeur absolue, la série est convergente 
si Un tend vers zéro, divergente si Un ne tend pas vers zéro. On 
peut souvent distinguer ces deux cas par le théorème suivant ; 

Si 2v„ est une série divergente à termes positifs, v„ tendant vers 
zéro, et si, pour toute valeur n^ p, on a 



la série la. est convergente. 
En effet, on a ; ~ '^ < i - 

ce produit tend vers zéro, lorque n augmente indédniment. 

Donc Un tend vers zéro, la série Xun h signes alternés décroissants 
est convergente. 

Si la série à termes positifs I,v„ est convergente ; et si, lorsque 
n^ p, ona -^- < — i + y„ < o, /a série 2u„ est divergente. 

On a en effet "^- > 1 — ti„ 

(-■)-'2-">(— '.)(—»».)•■■(■-»-.)>(—"»)(— "H-.)- 
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produit illimité qui a une valeur poûtive A, donc u, ne tend pas 
vers zi^ro, la série est divergente. 

En particulier supposons que -^ = — i + ^ïi An restant 
compns entre deux nombres positifs : 

o<A<A„<B ,si n>p. 

La série V " est convergente w a > i, divergente si a < i. 
Donc, BÎ a > I la série Iu„ sera divergente, Un ne tendant par vers 
zéro. Si o < o < I la série lih est convergente. 



45. Exemples. — Supposons que l'on ait : 



n„_|.i n* + an -h \ 

"¥„"" n' -t- bn -h B 



d et & étant constants, A et B pouvant varier avec n, mais leurs 
valeurs absolues restant inférieures à un nombre c. On a : 

??ti == _ , ^ (&-«)" + B- A 

c- t I <■ V . . (b — a)n + B — A 

oi > a la série za„ est convergente, car * — , \_ l„ . ft — " « 

pour limite b — a, et sera positif à partir d'un rang déterminé. 

Si & > a + t, la règle de Gauss montre même que la série est 
absolument convergente. Si a + i>6>a elle est simplement 
convergente. 

a- L ^ "-.4-1 B — A ^ ac 

S.&<a,ona ^-^-<-i-4-„-r:p-f,^^qrB<-t + ? .. + &n-, - 

La série Zu» est divergente, Oa ne tend pas vers zéro. 

Si ^ est une fraction rationnelle k coefficients constants de la 
forme : 

Un+J _ _ n »" ■+■ 0)»'^' 4- Ot»'— ' + ... + < lp 

a„ nf + bin''~' -i- 6,n'"'' -+■ ... •+■ 6, 

la série est convergente si 6i > Oi, elle est divergente si fct < ai. 
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Soit la série : 

n_ e + £^-') -H ... + f(p-î)-(f-'' + ») _^_ _ 

obtenue ea remplaçant x par i dans le développement de (i + xf. 
Ob a : 

Sîp < — I. la série est divergente. Les termes ne diminuent 
pas, ii„ ne tend pas vers zéro. 

Sip> — I , la série est convergente. Mais si o > p > — i elle 
est simplement convergente. Si ;> > o elle est absolument conver- 
gente (n- 18). 

Soit la série : 
3 1 3 . 5 I , , .„ S.5... (an+ i) i 

' — a 5 "^ 2 . 4 7 '" ^ ' a . 4 ... an an + 3 "^ - 

Est" = _ '" + ' 3"+ Il Â 



le coefiGcient fc = „ est plus grand que a ^ i, la série est conver- 
vergente. Mus elle est simplement convergente (n° 18). 



3 ■ 5 j . .„ 3.5-.. (an + i) J_ 

' a . 4 a' —~^\ I a. 4. ..an nP ' 



a„ an V n / 

Il — --) =1 — ^ + -, oùA varie avec n, mais a pour limite 
< - " — -. On peut donc poser ; 

B a pour limite Wa — p) et reste fini. 
Si /> > - la série est convergente, si p < - elle est divergente. 
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46. Application aux Bérlfls à tflntt«B positifs. — Soit ^flOne 
série convergente k termes positifs. Si, p restant fixe, n augmente 
indéfiniment, les deux produits 

(i +ap)(i +1^-1) ■■•(» +««) 

ont des limites positives finies, pourvu que p soit choisi de façon 
que a„ reste plus petit que 1 . 

Soit lv„ une série convergente à termes positifs, la série dont le 
terme général est, lorsque p> n, 

"»(' -t- Oj) (i + «j-tO - <' -t- a«-i) 
est également convergente (n* 8). 

Si la série à termes positifs 2vn est divergente, la série dont le 
terme général est 

»'«(' — «f) (' — "p+i) - (i — «—1) 
est également divergente. 

La méthode de comparaison (a" 0) peut ainsi être généralisée : 

Si Zvn et lOn sont deux séries convergentes à termes positifs, et 
si ^^^ < — "ti (1 + o,), d partir d'un rang déterminé, la série à 
termes positijs Xa„ est convergente. 

Si 2a„ est aru série à termes positifs convergente, et lv„ une 
série à termes positifs divergente, et si -^ ^ -^ (i — a„), la 
série 2u„ est divergente. 

Dans le cas où -^^ reste plus grand qu'un nombre positif A, on 
peut présenter ces règles sous la forme suivante : 

Si les séries 2vn et Soh & termes positifs sont convergentes, et 
^2±i > A. > o ; si — ' < -~ + a„, la série à termes positifs Su» 
est convergente. 

On a en effet 

0„ ^ Vn V " U»+. -* ^ V» \ A / 

et ^ est le terme général d'une s^« coDvei^ieote. 
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Si la série 20. est convergeât^, la série 2u, divergente, et 
-^ > A > o ; si -^ > -^- — a,, U série Su, est divergente. 
On t en effet 

47. Moyennes illimitées. — Les théorèmes suivants serviront 
k étudier le produit de deux séries : 

Si Uf nombres a, , Oj, . . . a,. . . tendent vers zéro ~ — "' n ' ^'^ 
tend aussi vers zéro, pour r = oo . 

En effet, il existe un nombre A tel que | On | <C A quel que soit n. 
Soit p le nombre enUer immédiatement inférieur h i/n 

^n—i<p<^n, 

et a la plus grande valour absolue des termes ap-i-i, a^j. a„,... 

On a : , 

1 g, + ot + .- -t- tt» j Ap + (n— p)a A 



<^: 



Puisque Ok tend vws zéro, lorsque n et p augmentent indéfiniment, 

. . , . ■ a, -+- 0, + ...-+- 0, 
a tend vers zéro, ainsi que ■■■■ ■■■ — 

Si les nombres a,,at,.--an... ont une limite a, ~ -—^ 

a la mime limite. 
Soit Oh = a -)- a'» 



, . j , a', -I- a*, + ... + a"™ . , 
a'a tendra vers zéro, pour « = 00. tend aussi 

vers zéro. — * - - - '" — a donc pour limite a. 

Si les deux lailes a,, Oa,... a.,... et bi, bi..., b„,... tendent vers 

, ai6, + <i«&.^, + ... ■+- a„-ibi + Onbi , J , 

zéro, tenu vers zéro. 

Soit A un nombre tel que \a„\ < A et \bn\ -< A quel que sent n; 
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aoïtp = - OU — I — suivant que n est pair ou impair, et a la va- 
leur absolue du plus grand des nombres des deux suites a,, 
Of+i, ....Or, ...et 6,, bf,+i, ..., bn, ■.- Dans chacun des n pro- 
duits a, 6., a, 611-1 Onbi, l'un des indices est supérieur ou 

égal i p ; l'un des ftcteurs est inférieur ou égal à a, L'autre est 
toujours inférieur k A. On a donc : 

] tii^. + <^A-i + - + °-fei I ^ ^^ 

Si R et p augmentent indéfiniment a tend vers zéro, ainsi que 
le premier membre de l'inégalité. 

Si 0, el bn ont des limites a et f, /A +a«<'--t^+ - + °-fc. 
a pour limite ab. 

En effet, posons <)■ = a + a»' et 6* = 6 + 6. 



ajbn + o>6.-i + ■■■ +a,fci 



= 06+ a 



comme a', el b\ tendent vers zéro, tes trois fractions tendent vers 
zéro, et le premier membre a pour limite ab. 

48. Produit do deux séiiea. — Soient lun et Ivn deux séries 
convergentes et 

Xn = BiUb -+■ ihv„_, ■+■ ... -t- U„Ui. 

Posons 

K, -I- H, + ... -H 0, = »„ , V, -H U, 4- ... + U« = (n 



a:, -H œ, + ... + x„ = X„. 

Si les trois séries 2un, Su» et 2a;n sont convergentes et ont pour 
sommes s, l,X, onaX = st. 
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En effet : 

X„= a^{v^ -4-U, + ... -i-V„) + U,{U, + U, ■+-... + U,_,)-(- ... -h B„U, 
= Q,1„+U,i„_, -(-...-)-Il„(, 

X, + X,4-..-+X,^(,(a,+n,+...+n„)+(,(Q, + a,4-...+ ii,-,)+...+(„o, 

= i.i, + Vn-t + - + V, 

X. -4- X, + ... -h X. ^ f.«. + l^n-, ■¥■ ... -<- t^t 

Si Sn. 'h et X„ ont des limites s, l, X, le premier membre a 
pour limite X, le second membre a pour limite it, 



Mais la série Sx» pourrait être divergente et ne représenterait 
plus le [Kwluit st; par exemple, soit «„ = u„ = ^ - _ ' - , la série 
à signes alternés lti„ est convergente (n° 43), 

Le produit (n — p -h i)p est maximum pour p = — - — , 

oïn ne tend pas vers zéro, la série 2x„ est divergente, et ne peut 
pas représenter le produit lu^ X 2u„. 

Si la série lOn est absolument convergente, 2d„ étant conver- 
gente, la série ^n est aussi convergente. En effet, on a : 

X, = a,l„ + a,t_i -t- ... ■+ n»f, 

X„ - (ï„ = H,{t„ - + «,((-■ - () + - + ««(i, - 0- 

La série lv„ étant convergente, il existe un nombre A tel que 
l'n — 'I < A quel que soit n. Soit u'„ la valeur absolue de u„, 

p = -oa — ~ — , et d la valeur absolue du plus grand des nombres 

V+. — '■ (h-i — 'i — (n - (. On a : 

|X„— (tj < e{B'. -H Ez*, + ... + «',_,) + A(q'„_p^, -4- ...+ o',) 
FuKT. — Ttiioria dai ttrin ï teniui coniluili S 
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2u', est une série k termes positifs convergente, si u" est la somme 
et R'h le reste de cette série. 

Si n et R — p augmentent tnd^niment, 6 et R'n-p tendent 
vers zéro. X, — U„ tend vers zéro, X« a pour Umito st, donc la 
série Ixn Ast convergente, et représente le produit st. 

Si les deux séries Xa„ et Iv» sont absolument convergentes, en 
remplaçant tous les termes u, v, par leurs valeurs absolues dans 
la série 2xn, on a une série convergente, on peut donc décomposer 
la terme ûCn en une sonune de n termes, et considérer la série 

liUi + lli«i + 0,111 -I- ... + 0,U„ ■+■ HjUb-I + --. + Oiil'l + — 

dont le terme général, u^v,, a le rang n= ^ — 2 ^^ — " ' -<- J»- 

La série 2u,ti, est absolument convergente, et l'on peut changer 
arbitrairement l'ordre des termes. Dana ce cas, le produit des deux 
séries est la série la^v^, où les produits u,Ug sont rangés dans un 
ordre arbitraire, pourvu que tout produit de deux termes entre 
dans la série ainsi formée. 

49. Séries imaginaires. — Soit i = i/^^^, ii„ = a. -t- ifc». 
Si les deux séries Son et lin sont convergentes, la série 



est convergente, u„ tend alors vers zéro, pour n ^ oo . 

Soit On = ^ C03 Un, 6„ = p, sîu Q», p„ ost Ic module, Q„ l'argu- 
ment de On- 

pB = + \/a\ + b*„ , BÎn «„ = -? , cos ùj„ = ^. 
P» pB 

Si la série à termes positifs lûn est convergente, les deux séries 
2^ cos a„ et ^ sin u„ sont absolument convergentes (n* 37), 
ainsi que la série à termes imaginaires 2u„. On peut alors changer 
aibib'airement l'ordre des termes, sans changer la somme, puisquB 
les deux séries ï,a„ et Zb„ conservent les mêmes valeurs. 

Si la série 2^ est divergente. Comme 

h= Va\ -f- h\ < \an\ + IM 
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la eérie2[|a„| H- )A„|] est aussi divergente, les séries £a„ et 2&„ ne 
peuvent pas être toutes les deux absolument convergentes. Mais si 
elles sont convergentes la série Su„ est simplement convergente, 
on ne peut plus changer arbitrairement l'ordre de ses termes, car 
l'une au moins des séries 2a„, 2b„ pourrait changer de valeur. 

Les théorèmes sur le produit de deux séries s'appliquent aux 
•érifiB imaginaires. Dans les démonstrations (n** 47 et 48) il niŒt 
de remplacer les valeurs absolues par les modules. 

BO. Sériw do pnlssanoaa. — Soit la série 

fi') = 2°»^ = Oo + a,z + Oiz* -h ... + a„ï- -h ... 

les coefEcients a„ et z pouvant ttre imaginaires. 

Soit \a„\ le module de a„, p celui de z. I,a série /(z) est absolu- 
ment convergente, si la série V|aa|0" est convergente. En appli- 
quant la règle de Cauchy (n" 11) on formera la plus grande limite 
de 7|o„|p" = pv'ï^. Si ^ est la plus grande limite de ^{â^\, 
celle de y|o„l'p" est pX. Donc, si o < s la série /(z) est absolument 
convergente. Si ^ > ^ , il j a des termes en nombre illimité tels 
que \ajcf* est supérieur è i, la série /(z) est divergente, car le 
terme général ne tend pas vers zéro. 

Si p =3 3 , la série /(z) peut ttre divergente, ou ûmplement con- 
vergente, ou absolument convergente. Si z ne prend que des va- 
leurs pour lesquelles la série est convergente, cette série a une 
valeur qui dépend de la valeur imaginaire z, c'est une fonction de 
la variable z. 

En particulier, si les coefficients On» et z, sont réels, la série est 
convergente pour les valeurs de z comprises entre — s et ^- ^ . 
pour chacune de ces valeurs extrêmes elle peut être convergente, 
ou divergente. 

51. Série de Taylor. — Soit z une valeur de module inférieur à 
g , et h un accroissement réel ou imaginaire assez petit pour que 
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la somme des modules \z\ ■+- \h\ soit inférieur à js. On a : 

Mais comme \z\ + |A{ <; ^, la série 2|a„I(|z| + {AI)" est con- 
vergente, on peut remplacer (z + A)" par son développement, et le 
décomposer en n + i termes, on a une série absolument conver- 
gente. On peut alors mettre les termes de la 8érie/(z + A) ainsi 
décomposés dans un ordre arbitraire, et remplacer cette série par 
une suite de séries (n°26), car chaque série imaginaire est une 
somme de deux séries réelles, dont l'une est multipliée par i, sur 
lesquelles on peut l'aire les mêmes transformations. Si on pose : 

/'w=î;««.î— . /■w=2»(»- ■)».=—■■■■ 

/i'i(,) = i:»(» - .) ... (n -p + i)^.--'. 
on a la série de Taylor. 

/(. + h) =/(,) + v'W + -m + ■■■ + rzrrrpf" W + - 

Si A tend vers zéro, ■^ ! - ■ ' - ' - a pour limite f{z), qui re- 
présente la dérivée de la fonction /(î), déûnie par la série ^g,,?". 

Comme f'n tend vers i, la plus grande limite tf de ^n[a„\ est 
celle de y\âii\, les deux séries /(;) ety(z) sont absolument conver- 
gentes si \z\ < jj- 

La dérivée de/(:) se formera de la même manière, c'est la série 
f{z) ; Z*'' (z) est la dérivée d'ordre p de/(r). 
Pour î = 0, on a 

/(») = ". , /(<>) = «, . Ao) = " 

/(«(o)=p(p -!)..,.«,. 
On en déduit la formule de Maclauria : 

/(") =/w + 'm + ''/■(") + - + , , % „ /'■' (°) + - 
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qui donne l'expression d'une fonction /(î) développée en série, 
lorsqu'on connaît les valeurs des dérivées pour z = o, et que ce 
développement est possible. 

sa. Formules d'Euler. — La formule de Maclaurîn appliquée 
aux fonctioDB e', sin x, cos x de la variable réelle x, donne 



' = "-ÎT3 -^ ■■ + '-■'• ...... (.a +■) + - 

•■-(-.)"îTî^-- 

b\ X a une valeur imaginaire, ces formules définissent les fonctions 
é', sin X et cos x, la régie de Dalembert montre que ces séries 
sont convergentes pour toute valeur de x. 
Si on remplace x par xi, on a : 



cos X =: 1 - 



= 1 -t- Il 






On trouve de même : 

Od en déduit les formules d'Euler : 

«"■ + e-" 



Si on mulUpUe «* par e", on a : 

,.X«'=(.+rtf+...+ ;|^+...){.+r+'j+...+ -ï^ + ...) 
= 1 + (I +)■) + ;{»■ + ai/ +)■■) + ... 

= 1 + (I + j) + -J (i + )■)■ ■ 



(x + rV 

1.3... 
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En particulier 

«'* = COI am- i lin an = i 

quel que soît le nombre entier k. 

t^^ = e*.^ = e*(co» y + i MO y). 
En multipliant £t^, n fois par lui-mfime, on a 

(e**)" ^ «M = cos ny + t un nj' ^ (cos y + i sin y)". 

63- Logarithmea Imaglnairea. — Soit x-^~yil6 logarithme 
de la quantité imaginaire pe^ ou p(coe tù-h i an a), x, y, p tit 
tù étant rMa 

il est déâni, comme pour les variables réelles, par l'équatiou 
inverse 

on en déduit 

p = 0< , y ^mt + akv , x = h^ 
ou : 

L(pe*") ^ Lp -H wt + aftnî 

k étant un nombre entier arbitraire. 
Si L; = u, z ^ e" donne la dérivée 

di _ ^ ''■•_- I 

La fonction L(i + z) a pour dérivée que l'on peut déve- 

lopper par la progression géométrique : 

~~j = I — 1 + 2* ... + (— i)»-i z"-' -t- ... 

On en déduit 

L(i + ï) = z - 1* + J ... + (- 1)»-' ^ -H ... 
OBI L(i) = o, pour z = o. Cette série est convergente si |z| < i . 



.y Google 



sbuibs a bicnss taries 

pe*" et L(i + p cos ui + ip lia w) = X + yi 
i + pcoBui-t-ip8iDw = e'(co> j* + i sin y) 
+ pcosui = e*CMj' . psîn <!> = «' lin 7 
= (i + p cos ut)* + f* im*u ^ I + p' + 3p cos u> 

ax =:: L{l + p* + ap CM (u) 



^•' I + p COS (it 

Bio y ayant le signe de bÎd (ù, et co8 y le signe de i + p cos u. Le 
développement en série 2( — i)"~' „«^' représente la fonction 
L(i + pa"') = i L(n- p» + ap cos <-) H- i arc tg , ^""J,^ 
pour f} = o cet arc est nul. Si, a restant Sxe, p varie de o à i , 
^^5;:^^5^Tariedeoà~~;,=tg^. La série varie d'une 
façoQ continue avec o, lorsque la tangente varie de o à tg - , l'arc 

doit varier d'une façon continue et restera compris entra et 

H- -, on a alors, si ^ i : 

L(i + «") = i L(a -f- a cos w) + ij =2 ^~ J""' ^ 

où — R < b> < TT. n résulte du théorème d'Abel (n* 41) que 
cette série est convergente, pour c«s valeur* de a ; pour u = db ir 
elle est divergente. 
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CHAPITRE IV 
SOMMATION ET CALCULB NDMÉRIQITES 



M. Sommation dlreota. — Od peut facilement former une 
série ayant une somme connue (n* 2). Inversement supposons que 
le terme générai Ua d'une série puisse se mettre sous la forme 

u, = a« — a„+, 

quel que soit n, les nombres a,, a, a,, ayant une limîle a. 

On aura 

«-,=ii,+ii,+ ...+u,-,=(o,-Q,)+Ca,— aO-(-...+(a^,-<iJ= 
=«, — a»- 



.=X'-=' 



Si Oh tend vers zéro, s = a,. 
Par exemple, on a : 



(n ■+- c — I) (n -t- c) n + c — I n + c ' 

^FiTi) + (c+i)(c-(.3) +- + (r-i:n-i)(c+n) + - = r 

En particulier, si c ^ i , ou - , on a : 
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On a de même 

1 _ I / 1 I \ 

(b-I-c— i)(m-cXn4-c-t-i) a \(n-hc— iXn+c) {it-hc)[a-hc-t-t)}' 

y ^ t _ I 

^ (n + c — I) (n + c) (n + c + i) 3<!(c + i)' 

et 

= * / . . . ^ . . _ ' \ 

3 \(n-t-c— I) (n+e) (n-t-c+i) (n+c) {n+c + i) (n+e-^a)}' 

En pardculi^: 

2„(n+.) (/.+.) = î2(i;ïdir75 -(„ + ,)'(» + »)) = S- 

2„(a+i)(„ + ,)(„ + J) = râ- 
Posons encore : 

"- = — ^ «tg 5^ 
qui a pour Umîte -z— . car 



tend vers i . En remarquant que 



— tg* a 



cotgx-acolgaa:^— ^a_=tgx. 

I a: 
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CHAPITRE IV 
SOMMATION ET CALCULS NUMÉRIQUES 



54. SommBtlon dlreota. — On peut facilement former une 
série ayant une somme connue (n" 2). Inversement supposons que 
le terme général Ua d'une série puisse se mettre sous la forme 

«« = «1. — ««+1 

quel que soit n, les nombres a^ a,, ..,, an, ayant une limite a. 
On aura 

s^,=ii,+ii, + ... + u„_,=(a,—a,)+(a,— <!,)+. ..-t-(<i^,—o^= 

=0,-0,. 

La somme 

Si a. tend vers zéro, s = a,. 
Par exemple, on a : 



(n-Hc~ i)(n-t-c) n+e—i n + c' 
c(c -h i) "^ (c+t)(c + 3) + - ^ (r+n -i)(c+T) " 
En parUculier, si c = i, ou -, on a : 

2d S^STî)"'* 2< (an— i)(3n+i) ^ ï ^ 
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Oo a de même 
(/H-c_i)(n-i-e)(m-fl+i) ~ a \(ii-h«— iXn+c) ~ (n4-c)(n-+-e+i) )' 
2 (« + c - (n + e) (« -t- c -H I) = ac{cV i)' 



{ru- c - I) {n + c) (n + c + I) (n + c + 3) 
~ 3 ^{n-hc— I) (n-t-c) (n+c+i) ~ (n+c) (n+c-v-i) (n+c + a))' 

2 (n + c-i) (n-Hc) (a + c+ .) (n + e+a) = 3c(.-«- ,') (c + a)' 
En particulier : 

2i n((H-i)(n + a) "^3 21 U{n + i) " (« 4- i) % + a)) = 5' 

2 n(n+i)(n + a)(n + 3) = A* 
Posons encore : 

qui a pour limite -r— , car 



I I — le' X 



tend vers i. En remarquant que 

colg a: — a cotg 2X = 
on a : 

o„ - o^-i = p^ (- » colg a ^, + cotg ^,) = ^, tg p^ 
t« * + î % f + I Ig J + - -•- ^ t« f, + ■•■ = î - acolg ax. 
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De même, soit 

0- ^arc tf( . 

c et a étant positifs, et o <; On < - . a^ tend vers zéro, ù n aug- 
mente indéfitûmeot. On a : 

are tg z — «rc Ig r = «n: tg f:^^ ■ 

n a; et y sont positifs, les deux arcs étant compris entre o et - < 

Tare du second membre sera compris entre — 3 ^^ + 3 * 



«■— <lM-É="Clg - 



-=arctg 



ij'-t-((i+n){a+«— I)' 



2»«*8 



o*-t-(o-t-n) (a + a— I) " 



1 c = a, on a : 



Par exemple, pour a = i>oa ^, on a: 

arc tg 5 + arc tg I + . . . + «rc Ig jjrqrrri "^ ■■ ■ = i ■ 
arc tg J -*- arc tg g + ... -i- arc Ig ^, + ... = |. 
Si c = a v^, 

2 a 1/3 it 
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66. Exemple*. — Si u. = a. — a^,, quel que soit n,p itant 
un nombra estier fixe, on a : 

»,=ii,-Hi,+ ...+ii,=(ai— a,+F)+(''i— «»+0+ — +(«»— «*f>)= 
=«,+«,+ ... +0,— (a»fi +"»+,+.■. +*^+p). 

Si (k a une limite a; 0.4.,, a,^.,, .... a^, atuont la mime 
limite, lorsque n augmente indéfinimeat. et 

*^^»m=<ii-*-at-^ ..' + a, — pa. 

Par exonple. soit * 

qui tend tots tèio, 

_! î_= P 

ft + c n + o+p (■« + c) (n + c + p)' 

^ (n + c) (n-t- B + p) ~p \eH-i "*" a H- a "'" •■" "*" r+p/' 



c => o, on a : 

+ -^ + •■• + ^nirVîj +■••=;(■ + ;) = 



fï + rs + - + ,-7r!ir3) + - = 3 (" + î + 3) = îï- 



n7 + I75 + - + (>n-i)(ï»+5) + - = 6('"^ï + 5) = 95' 
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Si on pose 



on a : 

a» — 0»+» = 



= {n + c){n + c + p) 



(ft + c)(in-c-Hp) (n + c-+-f)(n + c+a/.) 



(n-t- c) (1 + c -t- P) (n 4- c -H 3p) 
•a P 

2j (it + c) (f. + c -t- p) (n + c + ap) = V 2i {n + c) {n + c +p) 

Par exemple : 

B P 

2in{n + p)(ini:.'âp) = J^2in{n-^p) 

r, 1- tU-I-6 ) — -e 



rs:^-^rb-^-'^n(n+3)(fn-6)+-==éu+r8+78)=ïk 
» p 

^(an— i)(an— n-ap)(an— 1+4/)) 5p ^(an~i)(an— i+af) 

rr^ -*- îTyrn -^ •• + (an-iHa'« + 5)(ai. + 7l "^ "' 

8\rr5 "^3.7/~4ao' 



c et a + I étant positifs, o < On < -. a» tend vers zéro, si n aug- 
mente indéfiniment 



a + na + n + p . cp 
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cet arc est aussi compris entre o et - 

^ *" ^ n» -I- (id + p)n + e* •+- a(a -t- p) 



- e = A . e» = B - a(a + p) = B — A' + ^* 



A-H.>; . 



'"-I 



" + *-; 

Si B = A*, on a : 

Par exemple : 

2 '" •« (iTITïy = '" "8 p + 2 •" ■« ÇTT^ 
= itc Ig p + «re Ig J^ H- «relg ^^ = m! Ig j + are Ig j-l-j 

arctgî+arctg^-4-...-harctg^+... = arctgn-arctg^ = -jî 

arclg--t-arctg5i+...+arctg,— — Y,+...=arctga+arctg(— a)=« 

a'='«5r+"«'8Îr +•■■• + ""'« (5j!p7)-i+--=arclgj+aretg3 
:=arctg(— 3) = ii — arctgS 

arclg i+atclgp+...H-arelgjjj^,+...=arclg4+arclg(-J) 

= wH-arctg4 — arctg, = in-arclg— . 
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Si 

p = 3 , A>1. 
ona :' 

ce dernier arc, somme de deux arcs positifs, est compris eotre o 
etn. 

Par exemple, si A = i, ou - 

arc tg » -H arc tg —9-, ■+. ... -i- arc tg — ^ •+■ ■■■ 

= Érctg5 + arctgi+arctg ^ = * "<- ^ 

•rc tg i^ -(- are Ig Jv + 

sssretgiS + arcfga + 'rctgT + arctgS 

=««'»(-*) + «"%(-2)="-'« •«*-•" "eJ^T- 

Si B = A' — T , OD a : 
Par exemple 



«'«(iî^ + - 
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66. GénAmUsatlon. — SappoBOD» que l'on ait, quel que 
soit n : 

»- = \a^ ■+■ Kon+i + >A.+» ■+■ ..• + ^^+f 

où X,, X,, ... X, sont des nombres fixes tek que 

X, + X, H- X, + ... 4- i, = o 

a. ayant une limite a. On aura : 

u, H- «, + ...+ ii,=X,a, + (1,4- X,)«, + (X,+X, + XJa, + ... 
-+-(^,-t-X,4-..-4-l,_,)<i, + (X,+X,-i-...+X,)a»^., 
+ (X,4-... H-X,)a^,-t- ...-«-X^,+p 
et 

S =. 2"- = V. + (K + K)", + - 

■+■ {X, + X, H- ... ■+■ X^,)a, -t- (X, + aX, m- ... -t-pX^)fl. 

Par exemple, soient /> et 9 deux nombres entiers o < p <; 9, 

et : 



^ (n-*-o)(n-(-c+p) (n+c+ç) pq{q—p)\n-^e n+e-i-p n+e+q} 
si 

I 

'^~pqlp — q){n + ey 
on a : 

an={p — q)a,+ qan+,—pa^f 

~ q{q—p)V+P+t "^ c + p+a "*■ •■■ "^ c-j-9/' 
Ainsi : 

2„(„ + a) („ + 5) = ï^ ( ' -*- s) - î^ (5 -^ I ^ s) = S ■ 
Considérons la série plus générale : 

.2i (n -t- c) (n + c + g,) («4- + î,) . . . (m- c 4- jf „) 
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q,, q qf étant des nombrea entiers postd(s,/(R) ud polynAme, 

, qui doit 6tre au plus de degré p — i pour que la série soit conver- 
gente (n* i5). La décomposition en fractions simples donne : 



n + c -t- 9, / 

- i, -H ... -i- 1, = o. 



Si ç, < 9, < ... < 9,, on aura : 

-K (X. + X. H- ... + x^O (.TT—rrr + .■• + r:^ 



67. Application des imaginaire*. — Il peut arriver qae 
u, soit une fraction rationnelle qui se décompose eu fractions l 
coefficients imaginaires auxquelles les méthodes précédentes 
pourront s'appliquer. Ainsi on a (n" 55) : 



Par addition et soustraction, on en déduit : 

n+a n + a+f _„ {n-ha) (n+a-t-p] ~b* 

■ I _- a( n + a)+p 

(n+a)'+b* {n+a-(-p)»+6« -P[[n + a)*-i~b*][(n-t-a+p}'+K 

On en déduit deux séries que l'on peut sommer, soit en les 
ramenant aux séries k coefficients imaginaires, soit par réduction 
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2" (n -h a) (a -h « -4- p) — &* 
.[('. + «)' + t>l[('» + « + p)* + t'l 

I v / 11 + g n + a-i-p \ _ I V n-t-a 



2. ({I. + .)■ + !,»■ 



+ al_+£_ 



- ({I. + .)■ + l»] ((n + o + p)' + f) 

Par exemple : 
— 1 3* — a , , n* — a . y^ (n — i) (n + i) ^ I 

i+I"^?+4"^'""^?^F4'^'"~-f [(n-l)"-l-i]U»+0' + 'l 

— 1 V "— ' — ■ 

— a^(n— !)■+ 1— 4' 

Si 6 = o, oa a ; 

y a(n-l-a)H-p .1 y i 

par exemple, pour a = o : 

ÎI73I + ïtT4>"^- + n'(a + a)'+--jl'-<-4)-î5 

Si a = — -, on a ; 

sa p 

S an— I +p 1 y I 

(an — 1}' (an— i -h ap)* 4p .M (an — i)» 



73* ^ S-«-:-5' -^ ■" -^ (an-,).(an4-0' " 



H-^) = 



FlUi. — Théori* dei tiriti k tcimea coDiUah 6 
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58. Méthode analytique. — La série Vu, est ^ale à la valeur, 

pour X = I, de la fonction Nit^x". Si cette fonction a une 
eipreseion simplCf on ea déduit la valeur de la série. 

Soit la série i — ; "^ g — ... + * — ~ h ... la fonclion 

/(«) =^(— i)"+* -- a pour dérivée 

comme /(o) = o, on a : 



On a également : 

et 

I I 1 (— 1 )"+' 

I . a a . 3 "*■ TTk — "*" n^ir+ i] " 

Da développement 

. = I — i* + a^ ... 
on déduit 

l'arc étant compris entre — - eH- - ; et : 

, ■^" 1 (-■)■*' , _!! 
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69. Apidloatioa aux prodolta illimités. — La formule 
(cos X + > ■■[) x]" ^ «"^ = coa mx -i- i »n na 
donne 
Mnma; = mcos"'~'a; wna: ^— — - — T^~s ' oo»'*"' a; rin' a: + ... 

si m est un nombre impair, en remplaçant les puissances de cos* x 
en fonction de sin x, on aura un polynftme de degré m en ain x. 
Comme sin mx est nul pour mœ ^kn,ce potyndme s'amiule pour 

ain X ^ o ou ± sin — - , on a les m — I racines autres que zéro en 
donnant & ^ les valeurs i, a,,,. - — - — . Comme ^ tend vers i, 
pour X = o, on a : 

na' — I V lin" a — / \ sm' — — - 
mj\ ™/ \ 

Posons m sin x = z, et supposons que le nombre entier impair 
m augmente indéfiniment. On a : 

"""='(' — r^V" — rî^Vï' — . ■ .'1— " Y 
\ """s/y """mj \ """-r-s/ 

Si z est une quantité fixe, qui peut 6tre réelle ou imaginaire, 
un X = -- tend vers zéro ; on peut cboiaîr la valeur de x de façon 
qu'elle tende vers zéro. 

Tnx = z -.— - a pour limite z. Décomposons le produit précé- 
dent en deux parties : 

P=./.--^\„./.__^\ 

\ »■/ \ "■/ 
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Soit 

^=-C-5){--À)-(-'^) 

«' = (■- Fi^) •■■('■" i^Aj 

Si A: eat fiie, m sia — a pour limite kx. Chaque facteur du pro- 
duit P a pour limite te facteur correspondant de F. Le produit P 
a pour limite P' lorsque m augmimte indéftoiment, quel que BOit 
le nombre entier fixe k. 

D'autre part, si o < 6 < - , ^^ augmente avec B, et varie de 
ià-.Sio<p<— j— . 

2î^ < ^ BÎn ™ , m lin ^ > a p. 



i4p'i 



n |S est le module de ^ . 

Si on développe le produit Q, Q — i est une somme de termes 
dont le module est inférieur k la sonmie des modules des termes. 
n en résulte que 

Mais l'on a (d" 31) : 
L(i + p)< p 



t^) 
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Ll sirie inimitié (n" S4) : 

2(t + „ _ i) (t + „) = 2i(l + n _ 1 - F+Ti) = E 
(.-(r:h?)(-F^.)-(-(4Ty)<'« 

|Q_,i<J_, 



IQ'-iK-^- 



ou a paiement 



IQ - Q-K IQ - Il + iO" - i|< a («^ - I) 
PQ — P-Q- = Q(P — P') -H P'(Q — Q'} 

Ç 
on peut choisir k assez grand poar que e* — - 1 < e. et ensuite m 
assez grand pour que |P — P"! ■< e; puisque k restant fixe 
P — P' tend vers zéro si m augmeate indéfiniment. Comme Q et 
P* restent finis, et ont des modules inférieurs k des limiles fixes, 
quels que soient k et m, on peut choisir ces deux nomhres de 
façon que PQ — P'Q' ait un module inférieur à une quantité 
donnée arhitraire. Donc, sï m augmente indéfiniment, cette diffé- 
nnce tend vers zéro, et PQ a la mAme limite qne P'Q* qui devient 
un produit illimité convergent (n* 43). 

^.=H.-S)(.-^)...(.-s&)... 

En posant z = n'a; on a : 

sin TO = iti{i - 1') (i - ji) ... (i - ^) ... 



Pour X := - 



it a*— 1 A*— 1 (a n)* — i 
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OU la formule de Wallis, qui donne tt sous forme de produit 
infini : 



60. Application des séries doubles. — Du produit qui repré- 
sente sîn 1CX on déduit : 

L ■innX = L;c + Lx + L(i — i') + ... + L —^ h ... 

Et, en prenant les dérivées : 

ou 



Si x* <; I, cette série est convergente pour toutes les valeurs 
entières de n. On peut ajouter toutes ces séries (n° 26), et l'on a : 



■ - "'2? - ""'2 j - - ""2p; 



Mais on peut déduire ce développement de ceux de sîn x et 
ces X (n° 63). Posons : 



1.4^1.411.» 

(' - |b + 4X8715 -■■)(' ~ ^' ^ - °' rO " ■■■) 
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si on effectua le produit de ces deux séries (n" 48), et sî od égale 
les coefBcients des puissances de x* dans les deux membres, on a 
des relations qui déterminent les coetËdents B, c[ue l'on appelle 
les nombres de Bemouillï. On a : 

B, , B, ^ I 1^ ._! 

3.3.4 a. 4.0 4.ti.S.io~a.4.6.8 ' '~3Ô" 

On a ensuite : 

.5„ 3, 






-4''"~îï°'"^5tï;~4; 



"■ = -T- Bi H- B, 4- 5- B, Fj! iJ, H , I;,. = jnî 

' 4 8 • 3a ' a56 ' ii.5ia-OD 

„ anfan— i)B„_, an(3n — i )(a n— a)(an— 3) B,_, 

"■--V7Ï^~4 a.3.4.5 ■ 4» ^^^' 

)...3 B, 



l '^ 3.3... an-i 4-*^^ "^ 



,.(an— 1)4"-' ^ ' 2'»-'Can-Hi)" 
On trouve successivement 

B. = r?i , B, = i , B. = '^ . B. = 4^. 
Od 8, en remplaçant x par a vx ; 
ra!colg.»= I -I (a«i)'- j5'j(a««)'- ■■—jjTTj; (""«)" - 

6t, en écrivant que ce développement est identique au premier, on 
aura : 

_ n' '^945 • Zilf — 945Ô 

V ' _ '" V ■ 691 '" 

Zi^ — p555 • Zin" — 6385u87'i 
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On pwit ainsi calculer saccesaivenieat les sommes : 

Z^P='l.2...2p^'- 

On en déduit ; 

2^ = 2(9n-i)'' -*- ^^o 

par exemple : 

^(an— i)«~p5 ■ -2d(an— i)* ^ 161380 

61. AppUoation. — La série qui représente 71 cotg nx pent 
aussi s'âcrtre 

La dérivée d'ordre p du second membre est 

(- ■)'■.. ... pyr, + t{^r^' + (î+Vr)]- 

Si fc ^ T , cette expression devient : 

(- ly ....... p. 4M-[, + j-^ + jJf, + ... 

+ (,_ 4„K' * (4» +'.Ki + •■■]• 

D'autre part, on peut calculer successivement les dérivées de 

COtg KX. 
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Les dérivées de y = cotg x sont : 

•' Vmo'x sio*a;/ Vn'a; sin'œy 



y 


= ecoigi(- 


' 8În* X 


-^J 




r 


~ \ «in'a; 


+ s? 


; i5 


î) 


T" 


"■'■""«'(«Pï- 


3o ^ 


45 


■ X 


= 7 OQ surait 









y=. . ^ = -f, . / = /i , ^ = -16 

^-" = 80 , j" = — 5ia . /" = 64 X 61. 

Les dérivées de n cotg nx ont les mêmes valeurs multipliées par 
les puissances successives de %. Les dérivées d'ordre pair donnent : 



(.« 


— 


■)' 


(- 


.1- 


,-. 


(=» 




■)' 


(- 


!)■ 


,-. 



Les dérivées d'onlre impair donnent les expressions déjà obte- 
nues pourv' iiS' ■■■ On en déduit : 

Y(--.)-'^!!l . Vfclit! = I5'. 
^^ n' 13 ^ ï? 730 
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62. Calcul aamériqne. — Il n'est pas toujours possible 
d'exprimer la somma d'une série convergente par une expression 
simple. Même, au point de vue des calculs numériques, ces 
transformations ne sont pas toujours ulîles ; il peut élre plus 
simple de calculer la valeur de la série avec une approximalioa 
donnée, que celle de l'expression qui la remplace. En général, 
c'est l'inverse que l'on a à faire; pour ealculer la valeur numé- 
rique d'une fonction, ou d'une expression algébrique, on cherche 
une série qui lu repr^nte, et on calcule directement la valeur 
numérique de la série, limitée à un nombre n de termes, de façon 
que le reste B„ soit plus petit que l'approximation demandée. Il 
faut pour cela avoir une limite supérieure du reste, que l'on éva- 
lue en comparant k une série plus simple, dont le reste soit facile 
& calculer, mais soit supérieur k Rn. On peut ainsi savoir combiea 
de termes il faut prendre pour obtenir l'approximation demandée, 
on calcule les valeurs des n premiers termes avec un ou deux 
chiffres décimaux de plus que l'approximation cherchée ; aï on 
force le dernier chiffre lorsque le suivant dépasse 5, en calculant 
n termes, on aura pour Su une erreur inférieure à -, en valeur 
absolue, sur le dernier chiffre décimal ; en ajoutant la limite supé- 
rieure trouvée pour Rn, on saura quels sont les chiffres décimaux 
qu'on doit conserver. En général il suGBra de supprimer les deux 
derniers, et un seul si n est assez petit. 

63. Reste des Bérlen à termes positifs. — Chaque règle de 
convergence donne une limite supérieure du reste d'une série & 
termes positifs. Si on a (n* 8) u, <; Uy, à partir d'un rang déter- 
miné, on en déduit : 

K = u«+i -»- «M-i -+- ... < !»■+, -1- v„+t ■+- .. . 

Les séries de comparaison sont en général assez simples pour 

qu'on puisse calculer le reste, ou au moins une limite supérieure. 

Si on a -^ < -~ (n* 0), on en déduit : 

On V, 

R« = U„+i -h 11,+, + - < ^ ("»+! ■+■ "»+! + ■•■) 
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Si oa peut appliquer la règle de Dalembert (a" 10), on aura : 

R„ < «„(fc + fc» -t- ...) = j-A^ Un 
si I — k n'est pas trop petit, R„ est du même ordre de grandeur 
que le dernier terme calculé o». Si ft < -, El„ < «„■ On calcule 
successivement u„ a„ ... jusqu'à ce que u, ne donne plus de 
chiffres décimaux utiles. Si n reste petit, on prendra un chiffre de 
pius que l'approximation demandée. Si n dépasse dix, il vaut 
mieux prendre deux chiffres décimaux de plus. 

Lorsqu'on peut appliquer la règle de convergence de Cauchy 
(n° n) on a î/îî; < fc < I 

R« = H«+. H- n,+, + ... < fc-+' {t + fc + Ar» + ...) = f—j^ 
64. Galonl d« «. — Le nombre e est donné par la série (n° 5a) 



= a + 5 + —3-^ + ... + 3 5 „ + H» 

le rapport d'un terme au précédent „ _, , diminue quand n aug- 
mente. On a donc 

en divisant ce terme par 7 on a le suivant, et ainsi de suite. Si 
n = 13 on trouve : 



1984137 

a48oi6 

37557 

3786 

a5i 



3,7183818384 
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la somme de ces 8 nombres pourrait donner une erreur ± 4 sur 
le dernier chifire, le reste Ru est inférieur ^ tt < a. On a la va- 
leur, par eicès : 

e = a,7i8^iS3. 
Si o < X < I la série 

X X* 3^ X- 

e* = I + j -t- ^-j -I- ^-^j^ ■+■ ••■ •+■ 7-^73 — ^ + — 

permet àe calculer les puissances fractionnaires de e, par 
exemple : 

'''-=■ + î + î^ + 570 + •■■ + nreTTTî + - 

si 

' ' a.4.6.8. lo.ia. i.i ' 

le reste n'est qu'une fraction de ce terme, on peut ainsi calculer 
</ë avec 5 décimales, en s'arrétant au terme n ^ 6. Si x ^ i la 
convergence est plus lente, mais le rapport d'uu terme au pré- 
cédent - devient inférieur Jt i si n > x, on a alors 



Rh est inférieur au dernier terme calculé si n > ax — i. Par 
exemple on a 

1 a* 3' 3" 

13 a. 3 a .3 ... n 

= ' -^ 3. 3%. 5 + rrrrrïTë -^ - 

on peut encore calculer c* avec 4 décimales, en prenant n= 11, car 

^» < iTs-hri ^ ^ = 0.000010. 

05. Caloal des logarithmes. — Pour calculer une table des 
logarithmes népériens des nombres entiers successifs, on se sert 
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dea formules (n" B3) : 

L(. + I) = .- ^ -i- 1- ... + (- .)— f + ... 

où o «C X < 1 . Soient a et b deux nombres entiers positifs, posons 

6 i -hx _ a-i- b 

Sia = b=i, 

le rapport d'un terme au précédent est plus petit que - , 

— S' = 6, le reste est inférieur à g do dernier terme calculé 

'"9 

(n" as), w on veut calculer L a avec 6 chiffres décimaux, on cal- 
culera d'abord les valeurs numériques 3. gi- 31. ■■■ «« divisant 
soccessivement la précédente par 9, puis : 



s 


= 0.6666667 


F^ 


= 0.0346914 


Ô> 


= 0.0016461 


tTS' 


= o.oooi3o6 


973" 


= 0.00001 13 


11.3" 


= 0,0000010 


ra-311 


= 0.0000001 




0.693147» 



La =0,6931^7. 
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Si a = 1 25 , t = 3 , on a : 

Lia8 — Lia5 = 7L2 — 3L5=a r^ ■ 



353 



L5 = 2La- 



"3 . »/ 3 



3 I ÏSâ ^ 



K^ 



les deux premiers termes suffisent pour calculer neuf chiffres déci- 
maux, un seul sulSrait si l'on veut cinq décimales, le second 

~53» ^^ 0.00000037. 

Si a = So , b= I , 00 a : 

" = ^-¥-i[Ti7-3(.-^)'--] 

11 suTQt également de calculer deux termes. 
De même 

donnerait L 7 avec 9 décimales exactes, si on a déjàcalculéLa*tL3. 
11 sufEt de calculer les logarithmes des nombres premiers, les 
autres s'en déduisent par des additions et des muUiplicatione tràs 
simples, les exposants des facteurs premiers étant toujours assez 
petits puisque 3*° est supérieur à i milUon. Soit a + 1 un nom- 
bre premier, on aura : 

L(.-^.) = La + 4;^,+|(;^,)'+j(jjJp-;)"+...] 



Lu = Lio + a ( 



" ao43o5o5 



t^ o.ooooooog! 



Les deux premiers termes suffisent pour avoir 6 décimales. 
La et L5 ayant déjà été calculés on en déduit Lio et Lli. 
On calcule ainsi successivement les logarithmes des nombres 
premiers, et ceux des nombres entiers successifs. 
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66. Logarithmes vulgaires. — Pour calculer les logarithnaes 

vulgaires de base lo, od doit multiplier les logarithmes népériens 

par un facteur constant : 

logg l og 10 I 

~Lx Lio L lo' 

On a 

I 10 , 1 , iï8 ao/i ,1 I \ 

L.o = -j La -jjL -3 = -3^3 + ^-35 + ^-;^. + ...) 

~5(i5B"^ 3(553) ■^■•■) 
on calculera L 10 et, par une division, 

M = r^ = 0.43439448. 

Pour obtenir M avec 8 décimales exactes, il suffit de calculer 
chaque terme des deux séries avec 10 décimales, et de prendre g 
termes de la première et 3 de la seconde. 

Au lieu de calculer d'abord les logarithmes népériens, il est plus 
simple de ramener les logarithmes vulgaires à des logarithmes de 
puissances de 10. 

On a : 2'* ^ 1034 

10 log a— 3=^ log ioa4 — log 1000^ log —j = ML—» 

log g^ = 4 log 3 — 3 log a — i 
, a 3 , I M/ i I . \ 

log 5 = I ~— log a 





.-log: 


'-'Hi-^^*") 


A log 


..=log 


,«>+iog-;'^;= 




i+logi 


> + ''°e' + '"(i + d 


>log 


5. = l»s, 


.7oS = logî^°* + 3log3 + . 


«log 


l3 = a + 


.31os3-41oga + aM(-3^ 
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Oo peut ensoite cilciilef ks logahlfames des WHnbns fteaùen 
par UfiMfiiiile 

'^(-+'' = '°g'-^'"(^r!rï + 3(,a^-.j' -^-) 

Ipg 1 7 = 4 log 3 + a M (3^ + j-^j, + .. . ) 

E— ^?{ ^ 0.0000000044. les deux pranùers termes sufHseDt pour 
calcoler 7 chifTres décimaux. 

j— g-i =0,00000054 ; à partir de ^i, on aeul terme suffit pour 
calculer les logarithmes avec 5 diiflres d^àmaux. 

07. Séria ^ ~-,^p^ . — Si la règle de Dalembert ne B*appliqiie 
pas, - *"^' teodra en général vers i. Alors Ru peut être notable- 
ment supérieur i u,. Il faut calculer une expreaûon approchée de 
Rn pour savoir le nombre de termes que l'on doit prendre. Mais si 
l'on peut déterminer deux expressions approchées qui compren- 
nent R», on peut souvent abréger les calculs en évaluant ll„ avec 
mie erreur qui sera inférieure à un ordre de grandeur connu. 

Soit 

s =. + -,-■,-.+ ... +;^ + ... 

OÙ a > o. La fonction 

r = {l -i-x)—+ax 
a pour dérivée 

/ = fl[.-(i+^)— ] 
si — i<a:<o , y <,o Siar>o . /est positif. 

y est minimum pour x = o. Donc, si a; > — i, 
(1 -(-3!)-«> 1 —ax 

-u-j-<-:<(„-^r- 



-.<-,-. 
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En ajoutant les inégalités analogues, on a : 




On a ainsi une évaluation de R, avec une approximation -r^, 
égale au dernier tenne calculé. 

Par exemple, cherchons à calculer la valeur de n*, avec deux 
clùffres décimaux, par la séria (n' 60) : 

B„^<o,oo5. Les 600 termes, compris entre n=:6ooetrt = i3oo, 
ont une somme de l'ordre de o,oo5. Cependant, pour être sûr du 
second chiffre décimal, il faudrait au moins deux mille termes. Les 
calculs seraient très longs, car il faut ajouter un très grand nom- 
bre de t«rmes tris petits, dont la somme ne peut pas se négliger. 
Mais l'expression : 

7t' = 6 (1 -h ji -t- ... -+- i + ~-i) 

donne n* avec une erreur inférieure & -i- 

Si n = 40 . 131 = 0,00375 ; en calculant les 4o premiers 
termes avec 5 décimales, at en ajoutant le terme complémentaire 
j^ , on a la même approximation que si on avfdt calculé 1600 ter- 
mes sans tenir compte du reste. 

Si une série est telle que «. < ^, on a R„ < -, Si on ne con- 
naît pas d'expression inférieure i R„ et si on est obligé de calculer 
les n premiers termes directement, la série donne des calculs telle- 
ment longs qu'ils sont presque impossibles. 

FiaiT. — Tbteria du airiM 1 terinn coniUnti 7 
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Si on peut appliquer la règte de flHabe (a' 16), on aura ' 

11. ^\«-<-f — 1/ 

B. <*,(»-.)■+• [pii + Çr^pljjns +...]< 5 («- .). 

si a n'est pas très grand, et si on veut une approximation un pen 
grande, cette expression est en général beaucoup plus grande que 
Un ; et il faudrait calculer beaucoup de termes très petits donnant 
une somme que l'on ne peut pas négliger. Ces séries sont donc 
très pen pratiques pour le calcul direct, sauf si la loi de variation 
des termes est assez simple pour qu'on puisse avoir une valeur 
approchée de Rn- 

M. JÊvaliUftloB du resta. — ConsidérOQS la aérie, 
poorvu que n + A > i , on a (n» 67) : 

.-(„-iî^)'<„-^<(^t-^,r-, 



"" - (n-(-fcH-i)<+- "^ (n + A + 2)'+- "^ - 

a(« + À+i)-<«"<a(n-I-Â)'<«<n + À-Hi).-^{i,4-V''' 
Si on remi^acfl R« par ■ / 1 y , l'erreur est inférieure au 

terme Un = ,^ 4rt\i4-a ' 

Si, à partir d'an rang déterminé, on a {n* 16) : 

n»+, ^ 1 -\- a ^ ln-\- h — i\'+" 
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on «o déduit : 



BOMIUTIOH St (ULCDU KIUUOIQUBI 



0» \n + k-i-p—l/ 

B, = u^+, -(- ii»+4 + ... < 



-R — 1 



- "■■ 



laverBoment, ù on a : 



a, -^ n + fe 



pourru que n-+-t>i + a, on «ara 

(■- „-Ht_„ r 

/ n + lr-g- i V _ n-j-t 



n + fc — a~in-fc — a 



hfc — a — I ^ n + fc — a^i fn + k — a 



"T+T ->-r+-k- 



<■-■ / ^-<-l.-a-i y 



l n + k — a— i\ 



^<{inA 



Ml 



-t-"+p-i/ 

''■>°-("+^— — )'^-{ ( „-^tl„ ).-u + (^_L.)'+- -^-]> 



n + fc — 30- 



Si OD a, en mAme temps : 



■ -i^<^'<'- 
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on en déduit : 

liAzziî^:^ .. < R. < »-+i^ii .., 

ce qui permet d'évaluer R, avec une erreur moindre que 
i h 1 1 II,, qui sera du même ordre de grandeur que Un. 

(19. Exemple. ~~ Si -^ est une fraction rationnelle 

ii,^.! 1^ -+■ ain"-' -H a^"-* ■+■ ... 

n, ~ ni'"-+^ btiif-^ + b^'-* 4- ... 

soit o = 6i — ûi — I > o (n* 17). On a : 

-, _ n + fe — g— I _ n'"' [a, — fc, — (a + i) (A — t.)] + ... 
H, r+T ni'+' ■+- ... 

k partir d'une valeur déterminée de n, cette fraction a le signe de 

û, — 6, . . 
- + Oi — A. 

Si on choisit deux nombres hetk : 

i partir d'un rang déterminé, on aura : 

,_i±^<!ït!<,_L±^ 
et par suite : 



Par exemple, la formule an binôme donne : 
,r '"* ._,_'û. 10.7 10.7.4 10.7.4. 

'o ■ 7 ■ A • 1 .a 10. 7. 4. a /5 5.8 , 

"S.blg. ia..5"^3.6.9lia. i5 VTB ~ TSTTT "^ ' 



3 \ 6.9 ^ 6.9. 13. 15/ 



10. 7.4 . a _/ 5 , 5.8. II , \ 
"^ 3 . « . 9 ! I, . i5 '^ llBTT! + i« . ai . a4 . a7 + ■■) 

W; _ l3 /, . 79 \ , 9' V 5. 8. II ...(611- Il 



ijGoogle 





SOMIIATIOH 


ET 


ULCDLS 


NUKBItlQ 


JB3 




our celte série 


on ft : 










5 
•l 

T 
j3 

13 


5ttl_ 


■ 3 


^, 




n'H- 
n» -h 


_i3_ 




i6 


< 


"-^< 




i6 






3(» + 4) 


' 3(„ + 6) 





pourvu qne n > -g- , c'est-à-dire /i > 3 

-^-i "- < R- < —13—"- 
Les premiers termes décroissent assez vite. Si n = 4> 
91 6.8. II ... 33 



o<R,<-ijii,<aB, 



on peut ainsi calculer ^ avec 4 chiffres décimaux, en prenant 
trois termes de la série. 

Les termes finissent par décroître lentement, et si on voulait 
une grande approximation il serait utile de tenir compte de l'éva- 
luaUon du reste. 

70. Sérias de Bertrand. — Pour montrer combien certaines 
séries seraient peu utiles pour les calculs numériques directs consi- 
dérons la série convergente (n° 32) : 

2 (n + e,) L (n + <,) L. (n + e,) ... L,_. (« + «,) (L, (n -+-*,))' 
Si n est un nombre quelconque Bup^eur à e^, on a (n° 38) : 

t^ ~ l,,(n-l-i) < «Lu ... L,.,n(M' < l,(n-i) ~ I^' 
Soit R„ = r— 



-0...(l.," + .,)'^- 

L,(n'+.,)<*-<L,(» A- ■)<!-,("'+«,) ^ 
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Si /) = I on a la série 

«-(.+ .){L(. + ,))- + -"-^(.4--)(M. + »))'"^- 

i:îïV;j<'^<L(«+'.-o- 

Pour que R„ sort inférieur 1 --- ii fiiudraît 

L{n-4-«— i}> loo. n + e— » > e'" = a688 X 10*» 

il aérait abiolument irapouible d« calculef ce nombre de termes. 
Hais on a 

+ (, + „_„(L(. + „- .))■■*- cçr^ 

avec une erreur moindre que le dernier terme calculé. 

Sin^i3 , n + e — i = i4,7i8 
i L'nde du Ubiu de logiritfames on trouve 

(ii-(-e)(L(ia-he))'> lo6 
avec i3 termes on arrive ainsi h h mèim approximatioB. 

Poar b rfrie ^ („ + ,., L („ + ,.) M„ + ^) !,((. + M)* 
on a 

(n + e, — i) L(rt + «, — i) L,(t^ -t- e, — i}*" 
En particulier, si R ^ o, R« = S : 
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k valeur da la séna S est comprÏM entre i et 

■ + (,._,)(„!_,),,_,) 

alla «Bt égal» 4 i, li t csnl nùlHoatèsM pri». Poor ealcaler âirAC- 
tomuit k moitié de h valemr, il fandrait 

R,<i , L,(n-He,-i)>a 



€B IroBve rocce n nrgment 

e' = 3.389 ,. «<* = i6i& . f''=5xio'»'. 

Pour avoir la moitié de k valeur de la série il faudrait calculer un 
nombre de termes de l'oidte de 10'"'*. 

Il est inutile d'essayer un tel calcul. Tous lea habitants de la 
terre évaloés à deux milliards, en catcnhnt un ferme <Ji«chh par 
Kccnde sans interruption pendent tm miffian} de mïffitrrd d'années 
n'arriveraient pas à 10" termes, fraction iafim» du nara^re de 
ternie» nécessaire. 

On voit que lea séries de Bertrand peuvent être utiles dans les 
questions théoriques, en monUant k nature de la convergence de 
certaines séries, mais seraient mulilisables pour un calcul numé- 
rale dinct. Une série telle que Sh < "/rj,)! ^t convergente, 
mais le calcul direct de la soimne des termes est pratiquement im- 
possible. 

7t. EWriflfl A signes variés. — Si une série est absolument 
convergente, la séria des valeurs absolues a ua testa plus giuid, 
qui permet souvent d'avoir une limite supérieure du reste. Si 



|^|<fc<i , iR«)<;-£rfc|a„l 

"*<5 . lR,.f<Kl. 

Dans ce cas Bn = u^, -+- B„4_, est compris entre o et a u„+i, 
le reste est inférieur au dernier terme calculé et a le signe du 
premier terme négligé. Gomme pour les séries à termes positifs il 
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lO^ THÉOBIB DBS SÉRIES A TBRHES CODSTINTS 

suffit de calculer les valeurs numériques des termes avec un nom- 
bre de chiffres décimaux déterminés, jusqu'à ce que l'on ne trouve 
plus de chiSres utiles. 

Les séries simplement convergentes sont rarement utiles pour 
les calculs numériques, parce que les tecmes décroissent trop len- 
tement. Considérons seulement le cas où les termes sont i signes 
alternés, décroissant en valeur absolue (n* 43). S<Ht : 

S = u, — Ut + a, — Ui -I- ... -4- atn-t — "■» -f- ■■- 

Le reste est inférieur au premier terme négligé, et de même 
signe; la valeur S est toujours comprise entre S„ et S^^.,. On peut 
du reste la ramener i la série h termes positifs, dont le terme 
général sera 



R. est alors compiis entre u^^, — Ui.^, et u,H-fi- Mais, si u. dé- 
croît lentement, cette évaluation est insuffisante pour un calcul 
numérique pratique. 

Par exemple, si on voulait calculer La par la série (n* 53) 



comme I f^» | < ^ U pou' <iuc | Rn | < o,ooi, il faudrait prendre 
I ooo termes, ou &oo termes de la série 

'■■ = ; + 3T5 + - + (3Td-ÔT-„+- 

Mais on peut calculer une valeur approchée du reste en remar- 
quant que (n° 64) : 

\3n + - are-t--/ 
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SOHHATION ET CALCULS KDHERUtUBS 

car fin effectuant les produits des dénoniinateurs 
4n> + 6e + J > 4»' + 6n + 1 

"" = (se+i)(an + 3)"^(3e + 3)(sn-l-4)'^-*^4î 
Et: 



3 . ' ...'... 

77 Tv 77 517 . ^ 4 ( an— a)2n( 2n4-3)(3n+4) 

4(s»+;)(a»+')(>»-<-;)(""+") ^ ' 

_ 1 / ■ I \ 

~ 8 \{an— a) aB(art + s) an(an -h a) (an + 4)/ 

(an+ i)(an-t.a) > 5 ( j„^ £ ~ 77+"- ) ~ 

"" 8 \(an— a)an(ae + a) ~ an(an + a) (an+ 4)) 
''"-*4n+ i~64n{n"— 1)' 



"=i + 3T4"*'-"^(an-l)ae-^4ir+T 

avec une erreur inférieure à in — n ! : si n^io, l'erreur est in- 

64n(n'— I) 

férieure i gag^ , il faudrait calculer plus de 63ooo termes de la 

première série pour avoir ta même approximation. 

Les séries 



■ - cirin] + citVi) ■■■ + LÏi4jr7,) + • 

setoat encore moins utiles, pour un calcul numérique direct, poar 
que Rn soit inférieur à o,oi, il faudrait loooo tennes de la pre- 
mière, et e"" = 2688 X 10" de la seconde. 
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THEOUE nES SUUSS 1 TBHIUS G0!IK«nT8 



73. Calonl deeraoliue. — 


Si - 


- 1 <. z < I k fonnule du 


binôme 












(■ + «)■ = 


.+% + •- 


(•-^x- + ... 


donne: 










(■ 


+ x)i=,+l 


3 


'-," 


-^-■■• 




+ (- ■)"- 


.1.3 


■^ 


ï^-- 


(■ 


+ i)-î = .- 


■î» + 


I .3 

rrs 


-^-tli^--- 




+ (- !)■ 


I .3-, 
a . 


^ 


=iil«"H-... 


On peut 


en déduire les 


racines 


carrées des nombres entiers. Par 


»«np 


./:;_ 


.Jis 


~5H_ 


_7./5ô 



on peut ainsi se servir des deux séries : 

quoique la seconde ait des coefBaieol» un pen plus grands, elle est 
plus commode à cause du dénomiiuteuc 5o qpi rendra lei calc^ 
plus rapides. On calculera les termes par des multiplications 

successives. Le premier donne i,k, le second est — - du. pranier, 
le troisième -rz du second, h quatrième est gr du troisième terme. 
Ce qui donne 

/î= i,4i43i35 

avec 7 dûffres décimaux exacts, le tema suivant étant l»'i^ 
du qutUriiiiM donne 6 unités du liuititoie otdec. 

Cette méthode revient k partir d'une valeur rationneUe af^m- 
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■OUUTMM n CALCOL» NBIIEM««H IO7 

cliét E (fte la neina ^. qa* I'od peot ofatenèr en nahii^aiit par a 
les carr^ des nombres entiers, et en cherchaDt les produits qai 
dtfiireDt le moins possible d'un carré. Oa trouve par exemple : 

a X 49 = 98= 100— a 



. 10 / __i I 3 

7 \ a . &o a . 4 ■ &o' a . 4 ■ t> ■ 5o' ~ 

3 



V» — ,3 \' + ^ — la \' 77558 
De mime les relations : 

3X16 = 49—1 . 3 X iai = i9'-t- a 
donnent 

Dea relations 

5 X 4' = 9* — 1 . 5 X 9* = ao» H- 5 
on déduit 

qnî donnent dea séries permettant de calculer /S. 
Demtew : 

_ lo / _ _j 1 3 \ 

^ \ a . loo a , 4 . loo* 3T4T6 . 100' "'/ 
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Pour calculer UQe racine cubique od emploiera l'une des 
formules : 

Par exemple, a x i* = i a8 = 5* h- 3 donne : 
La relation 3x7'= loag = 10' + 291 donne : 
On a encore : 

•'^- 9 V ,197- 9 [^ j„97 3.6\2i97; -; 

trois termes suffisent pour avoir 7 chiffres décîmaui exacts. 
73. Calcul de n. — La dérivée de arc tg x étant 



...ig.=,-|+|...+(-.)-+.jf^+... 

où — 1 < X < I , l'arc restant compris entre — 7 et -j- ^ . En 
particulier, si a; ^ 1 , t = arc tg i = i — 3 "•" 5 — ■•■ 

Mais le calcul direct de n par cette formule serait très long, car 
les termes décroissent trop lentement. 

Posons : 

aî^arclgi . tgi = i 
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SOMMAnOn ET CALCULS IfUMERtQDES IO9 

on a : 

U,^x^ '- =1 

. , 5 I30 

! = "'-•" "«.-39 

'='«(s-î7r-+5T5-'-^-^-)-''(î39-3:W+-) 

si on prand 8 termes de la première série et 3 de la seconde, les 
restes sont inféneurs à jy^jn = 7^ et 5—3^ = -^^ , ce qui 
permet de calculer x avec dixchiflres décimaux. 
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CHj«»ITRE V 
TRANSFORMATION DES SÉRIES 



74. Méthode des dlfférenceB, — Soit tine série dont les ler- 
mea sont à signes alternés, décroissants, et tendent yerazéro (d* 43) 



s = 


"i - 


-«. + ". 


-a.+ . 


on a : 








s„ 


= 




i + ïi; 




+ 


C- ■)-' ■ 


3 


Posons : 


A«. 


= "^-1 — 


u.- 


De sorte 


que 


i«, = .. 


— ». ■ 



-(-,)- 



comme Un tend vers zéro. S» a pour limite la somme de la série 
a_a, Aui Au, Au, , , / , ,„ An, 

qui est convergente et a la même somme que la première. 

En conservant le premier terme -^ . on peut appliquer à celte 
série la même méthode. 

On posera : 

A,ii,= An,^4.,— Aii,= o„4.,— n„+, — {«„+,— u„)=a„+,— 2U„+,4-a« 

la série — -' H — — ' ' -i- ... sera remplacée parla série con- 
vergente 

An, A,a, A,u, &,a^ 

4 "^T T^T 
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THMSTORIITIOM 9BB SEMES III 

«t la série s deviendra : 

* = « - 7" + 3(''"' - V, + 4.". •••) 

En coDtimiaiit ùnsî oa est condait & fomier les diSërances suc- 
cesnves de la suite ti„. 

A,a„=i,ii^, — â,n,=u„+, — an»+., + a»^, — (u,^,, — 3u,4.,-f-«„) 
=«*1-, — »■«+. + 3ii«+, — a». 
En général de la formule 
4,». = ^+,-f =,+,-, +£^t=_L)„^„_ ...+ (_ ,y^ 

4/M-i = "«+,+, — f 0.+, + — f^ B.+,_,...+ (— i)'o.+, 
on déduit : 

qui est vraie quelque 9(Ht te nombre entier;). Les coefficients sont 
ceux de la Tormule du binôme. 

La série considérée peut atori être remplaoée par k série 

s=°'-^+''?'-+(-.)'- %!' +tiï(V,-V.+4,"-) 

qui est convergente, pourvu que la série 2Un soit convergente. 
p est un nombre entier déterminé, qrn peut être arbitraire' 

Si «i > Oj > a» .-- > «n... > o les différences premières sont 
toutes négatives, et donnent encore une série & signes alternés. 
Il arrive souvent que les difTérences successives d'un ordre p sont 
de m£me signe et forment des séries alternées dont la convergence 
est fiu rapide que la première. 

On peut également calculer directement les premiers termes de 
la série, et effectuer ces transformations à partir d'un rang déter- 
miné. On a : 



In. , a^-, 4».^. 1 ... 






T-X + S<'"°--''°-«+-' 






^-'^+'i?...-H^P4,-,..+!=; 


i'(4. 


■.-4,0.^,+...) 
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113 THEORIE DES SEBIES 1 TERMES CORSTINTE 

et 
S=ll, — ll, +...+(— 0"14^, +t^iC!J(ii,— i»,-l-4ll»^, ...) 
= .,-., + ...+(-.)"*,., + (- ■)•+' (1- _ ^ + ... 

Si les différences A,u. , A^Un+i ■-. "ont de même signe et 
vont en décroissant, on aura 

3=.,-«, + ...+(-.)-«._,+(-.)-+'(Ï!_^+... 

avec une erreur inférieure à -^ A^o». 
7B. Exemple- — Considérons la s^ie 



=' = "-; + s-4- 

qui pourrait servir i calculer La. Oo a : 

'"" = r+ï "i" n(n-l- 1) 

*■"- = (»+i)(n + >) "^ n(n + i) = n(»+i)(n + 3) 

a 3 — a . 3 

*•"" = (i.+i)(i.+i)("+3)~"(«+i)("+»)~"("-l->)(»+')(»+5) 

Les différences ApU„ ont le même signe quel que soit n, eldimi- 
nuent si n augmente, p restant fixe. 
En particulier on a : 

A.,=^ . 4.», = i . V.=tjï 

la première série peut ainsi filre remplacée par 



"(f-l-i)(f + a)(p + 3)-J 
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THAHSFOBMATIO.I DU sdlUBS 

Si on supprima la demi&re série, l'errour est inférieure à ,- 



Ce qui revient à prendre les n premiers termes de la série : 



Sicfficalculei5termes l'erreureatinférieureà jg— îî —0,0000019. 
Si on conserve les g premiers tennes de la série donnée, on 
aura : 



9 3. 10 a*. 10. Il 3*. 10. 11 



i.a..(p— 1) i.a..f) / I __ 1 \ 

:'.i0.ii..(9H-p) 2' \i0.ii..(io4-p) ii.ia..(in-p)'*""/ 

core : 

g_i . ' .41 J___^ 1-a i.3...(p— 1) 

a Sfi 180 ao ao.aa ao.aa.a4 '*" ao.aa...(ift+3/>) 



ou encore : 



af". 10. u -..(lo +p) 

a. 3. 4-5 

a^..o....ia..3..4.i5 =°-«^'- 

70. Transtomuttlon d'Euler. — Soit la fooction 

/(œ) = n,a: + a»x* + ... + n,^ ■+■ ... 

VO>oaax = -^-^ . 7 = 7^ 

Si X a une valeur négative telle que la série f{x) soit absolu- 
ment convergente, y sera négatif, compris entre o et — i ; si 
on remplace œ» par le développement de y{i ■+■ y)"" dont tous 
les termes auront le mime signe, on a une série double {n* 2Q) 
absolument convergente, et l'on peut ordonner les termes par rap- 
port aux puissances de y. 

yn, ■+ j'*{a, — n,) + ... + y{u„ — '^-^ u„_, 

-H (i:^i!fî^ ",-.-... -H (-.)■-.,)-.... 

FiMi. — Thiorie dti ilriN 1 tarmM oouluili S 
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ou, en posant (n* 74) 

n, — tt,=AB, . B»H — ^«^"^ "^^~ '^ "■-t .■•+{— ly^t^^K"! 

/(«>=".lê;+»«.(rrï)'+'.".(rêï)"+-+».°.(T^r'+- 

Cette série représente la fonction /(x) pour toute valeur de x 
telle qu'elle soit convergente. 11 peutarriver, pour certaines valeurs 
des X que l'une des séries soit convergente, l'autre divergente. 
Mais lorsqu'elles sont toutes les deux convergentes, elles ont la 
même valeur /(x) . 

Soit a; = — 1 . )■ = — ^on aura la série 

-/(- = "i - «» H" ". - "*■■■ 

qui ton. transformée eo 

Si ces deux séries sont convergentes, ellas ont la même valeur. 
On peut également, conune au n° 74, n'appliquer cette trans- 
formation qu'après un rang déterminé et remplacer la séiie 

"p — "f+t + "f+i--- 

77. Exemples. — La série (n' 68} 

devient, par la transformation d'Ëoler, 

! + _!_, + ... + _!_+... 

3 3 . a' n . a" 

Considérons encore la série 
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TRAKBroilHATWH SES IRBUU 



{in+i){2n-+S) (an— i)(an-t-i) (an— i){2n+i)(an+3) 

. „ -a. a. 6 

' ■ ~ (a.— I)(an-<- !)(•« + »){tn +i) 

i,". = (-";'(,„_,)(,„^,)~:.Y„-Hjp_,) 



. — a . a. 4 



Od en déduit (d* 74) 



4~a ^4n' — r 
La trassibmiBlîoii d'Eoler doBDe : 

« = a (i + J -h ^ + ... -H ,-g^;*(;.^,j + .-) 

comme le rapport de deux termes consécutifs est < - • 

le reste sera plus petit que le dernier terme calculé (□" 63), gui 
Ml de l'oDÉre de -^ ■ 

Par exemple : a ,'e '" , = 0,00000037 = -jm on pourrait 
aion calculer TT, a'ilii'y avait pas de meiHearemétlkode (n- 73), en 
calculantai termes on pourrait obtenir 6 chiffres décimaux. 

Si on conserre Im premiecs termes de la a&nt, on a dea séries 
qui convergent plus rapidement, par exunple 

-=*(-^-B-j-i-n-n) 
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„6 TOÉOUB DB. 8ÉW1» » Tl»lll» COlUtUI» 

1. «pport de d.a. terne, «nricliù ^^^„ >»d encore «n, 1 . 

m», poor 1«, premier, ««ne. il e.1 be.nco«P2lu. pe". P«»' 

.voir 1. même «pproiimslion on pent prendre n - 7 

, _LlA---7- = o.ooooooa 
' |5.17 .-. 39 

™ . 8 terme., plu. ta 7 <"•"• ■»"«"*■• °» '^ »° "=" ''' ?V, 
UelnHlra;. ainsi »»(«"Pl»"P*. »-^"' " """'"^' 
une grande approximation. 

78. Méthoie de «tirlliiB. — On a (n- M) : 

(p+. )(,'+« + .)'^(p + » + ')u> + »-^ ••■)*'■■ 
f 1 \ I 

P 
90 j l - 

2 (»+aX«+a+l)...{"-H.+ l.) = *(,+«)(?+«+')■ If +"*^'- 
' U méthode de Stirling eon».te à ramener certaine, ririe. à d» 
combinai»>n. de. précédente.. On a : 

ô; + a)(n + ai.H" + » + tr(5+'«)(''+»+"^"+'-*-''' 

a — 6 ^^ 

+ (ïï+^Xi^a-HO(''-H'»-t-")t''-t-«-^'') . 

1 

+ (-» + «) ■■•(» + « + '')l'' + '' + '') 
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on en d^uït : 

(nH-o)(n-1-a + 6)'^(n-(-a)(n-J-a-l-i)~'~(«-1-a)(n-f-a-4-i)(n-l-o-l-a) 

(i_fc)(a-6) , fi-feX^-fc). (ft-i-6) 

"^ (n+ o)(n+o+i)(n+o+î)(n+a+3) -^-'-^ (n+oXn+<i+ 1)- -(n+a+fc) 

(,- 6)f,-fc)...(h 6) 

■^^ (n + a) (n + a + i) ... (n + a + A) (tH- a + ftj 
Le dernier tenue peut s'écrire : 

I / n+a+6 \ / n-f-a-H6 \ / n-t-a+M 

(/i-|-a)(n-(~a + 6)\' n+a + i^^ n+a+aj'\ n+oH-fc/' 

Sin + aH-i>o, ce terme tend vers zéro, lorsque ft augmente 

indéfiniment (n* 43 ), car la série V ' ■ est divergente. 

On a ainsi : 

(n-Nj)(n-l-a-H6j fn-Hi)(n-Hi+l) (n-Hi)(n-NH- 1 )(n-Hi-J-a) 
(,_fc)(a-6) (A-,-6) 
(jH-a)(n-HH-i)...(n-H)H-fc) 

Cette série est absolument convergente si n + a + b Z> o, car 
le rapport du terme de rang A -f- i au précédent est 

S±î = ,^ b-Z± (n. 17). 

Considérons la série 

Z»(n-l-aHn+a-(-6)^(H-o)(H-a-»-6)"'"(aH-a)(a-Ha-f-6; "•""■■ 

i partir de n = p remplaçons chaque terme ?„ ^ a\ Vn -t- a -i- b') 
par la série précédente, et ajoutons les termes de ces séries (n" 20). 
On obtient une suite de séries dont on connaît les sommes, ce qui 
donne : 



d(n + a) (n-h a -H 6) p -Ha"*" a(p + fl) (p-na+i) 

3(p-Ho)(p-Ha-H i){p_|_a-(-a)^*" 
I (,-t)(a-6).. (n-fc) 

(n -H I) (p -•- a) 0> -+- «H- r) ... (p -f- a -I- n) ^ '■ 
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Le rapport d'un terme au précédent est 
n n — b n* - 



nn-ifH-p + a n» H- n(p + « -H i) H- p -H (t 

la série est convergente aif + o + fr>o(n'' 17}, On a av^rtage, 
pour avoir une convergence plus rapide, k prendre pour a le plus 
petit des nombres a, a~h b ; alors h est positif. 

Le rapport d'un terme au précédent tend vers i, comme pour 
la série donnée. Mais, si p est un peu grantf , ee rapport est petit 
pour les premiers termes, et ton peut rvoît une approximadon 
suffisante avec un nombre de termes assez Kmité. 

^ fr est un ixmbrâ «ntiei poâtif,. la «Me est limitée, ks tegmies 
sont nuls à partir de n^^b. On obUeut la valeur exacte de la série 
donnée, en supposant p = i. Mais la réduction directe (n" 65) 
est alors plus simple. 

78. Evaluation du reste. — I>ans la série 



y , (i-b)(^-h)...(n-b) 

.^(n-f-i)(p + al(pH-<n-i)...{p-)- 



iùfc>o , />-+-o>-o. 
Ona : 



n-hi-b (n-H)'— fc ( n+]) 



u„ n-Ha 'n-HH-p+a (n+i)'+(;p-f-a+il(n-i-i)+p+a' 
Il en résulte (n' 68) : 



pourvu que n >■ 6 — i . 



D'autre part od a : 
y U-b). („-b) 
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YUnSPORUTtON BU SBMU 



Si on calcule en kMl p + n termes, c'esl-à-dùre ^ — * I teoMS 
delapremièreséne,letenne . et n termes de la dernière série. 

ODa : 



Rh< 



(1 — 6)(3 — b)... (n— b) n-HpH-a+l 

(«H- i)(p+a)(p-t-a-j- i)...(p-f-«+n)- p -h (. + t 



Si, sans changer n -4- />, on remplace p par p + i, el « par 
n — I , cette expression sera multipliée par 

n-4- 1 p-4-a p -t- n + 1» 

Ce produit augmente avec p, si n + p est constant, car alors 
chaque fraction angmente. Si n = p + a + fr, le produit est égal 
& I . Pour que R, soit te plus petit possible, le nombre total de 
termes calculés, p -i- n, restant fixe, il faudra que n soit le phis 
grand nombre entier inférieur à p + d + &■ Alors : 



R,< 1 + 



p-t-«+ i \ 



Ob devra choisir p de façon k prendre n k peu pr&s égal h 
p -j- o -h 6. Alors Rn sera du même ordre de grandear que Un, en 
général inférieur à stin. 

On peut encore remarquer que l'expression 



i H-t- I -hp-ha 
augmente avec n, elle sera égale h - lorsque 
(n -H 0» — (n -4- I) (p -f- a + iH- 36) — (p H- a) = O 



, 2 fp-H") 
=p-t-OH- I-f-afe-f- ; r :-^': ■ ■L-^^r:. = . 

p+a+i +a(H-v(p4-a-HH-36)»-(-4(p-+-a) 
celte dernière fraction est comprise entre o et i . 
Lorsque n^p-f-a + at-f-i, ^' sera supàricnr 4 -, et les 
termes commencent k décroître assez lentement. 
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80. Cas partlonlifln. — Si b = o, on aura : 



2l(a-K,)' p + o + iO. + o)(p + a 



ô"-- 



(n + i)(p + o)(p + a + i)...(p-)-a + a) ^ ■ 
Od a de même : 



(n + a) (n + o + 



„\ ^ _> r '-> ■ 

«)/ « — ' La(f +0)01 + + 1) 



(o+ i)(p + a)...(f + o-rH5 



y 1 1 . 

^ (n + o) (n + a + b)' aj» +o) (p + o + i) ■" 
p 
(i-t)(,_H...(„_t)(-!-^+_i^ + .. -H-^- L^) 

"' (n+l)0> + o)...(p + o + ») ^••■ 

Si c = o, on a : 

Zl (n + o)'(ri + o + t) = î 2i ((n + o)' ~ (a + ol(r> + ;+'t)) 
p P 

■ r t , , i.a.,.a-(i-t)(»-t)...(n-t) l 

— iLa(p-Hi)(p-4-o-l-l)"^-"^ (a+i)((i+o)...(p+o+a) ^-J 



y (a+0)' a(f-H>)(p-t 



(n^-l)(/H-«)...(/H-a^-n) 



2l (n-^a)*{n-l-a+fc) " ï 2d ((T+^' (n -H a)» (n -H a + fc) ) 
P f 

~ ^ , (iH-lXp-HiXfH-o+l ) ■ ■ ■ (p+a-Hn) 
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TMNSrORHATIOH BBS SBRIIS lai 

Si6 = o: 

■^(i+SP ^ (n+i)OH-aXp-HH-i)...(j>-Hi+n) 

Toutes les fois que u* est une fraction rationnelle dont le déno- 
minaleor n'a ({ue des racines rédies, on pourra faire des transfor- 
mations analogues, en réduisant »„ en fractions simples que l'on 
pourra ensuite grouper deux par deux. Mais ces transformations 
sont surtout utiles pour les séries qui décroissent lentement, c'est- 
à-dire lorsque la différence des degrés du dénominateur et du nu- 
mérateur n'est pas trop grande. 

81. Application. — Soit & calculer tt' avec cinq chiffres dé<n- 
maux, au moyen de la série (n* 60) 

,. = 6(,+J, + 3', + ... + „^ + ...). 

On aura (n" 80) : 

.. = 6(. +^ + ^ - ... + ç-i^ +i + ^/— j + ... 



...) 






Si 

n^J>^9 , on trouve R,< 0,0000039 

. ./ i-a i.'.a 1 '.«.. 9 \ 

\3 . 9 . 10 . 1 1 4 • 9 ■ 10 . 1 1 . 13 "■ 10.9. 10... Itj ■"■/' 
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La premiâre partie est 4gale h : 

9 + E + â-"S + i = *««*"'"' 
on calculera ensuite le terme 

, Il = J- = o,Do4o4o4 

3.9. 10 . 1 1 990 

que l'on nuiltipliera auccesaivement par U rapport de» twoMt 
cODaécutifs : 

) 16 i5 13 49 ^ 2_ 

T6'65'g4'55*TÏ8' 1&3 ' «0* 

On a ainsi : 

g.8645333 

4o4o4 

7676 

i865 

555 

190 

73 

3i 

14 



Si on calcule r* par la première série 6 2 -j , en tenant compte de 
la valeur approchée du reste (n° 67) il faudrait au moins 800 ter- 
mes pour avoir la m^e approximation. 
On aurait pu également employer la série (n" 60) : 






■("-0- 



(5p^3)V 



"^ (™ + .) («J. H- .) (.p +'ï) + ...(., + ..«-,)- 
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qoel que soit n. pourvu que/) > a et (n* 68) : 

R.<2-±J'«.. 
P-; 
Si 

/) — i^n^9 , on a B„<aB, 
„ . 4 a .4... 18 
'^<T L9.a. ... 37 = °''^°"" 

ce qui donne la inénie approximation. 
sa. Denxfôme appUoatlon. — Soit k calculer l'expression : 

On a (n- 80) 

"("-.)(p-|)p|)...(p-^~)"- 
-(„^., (,_.)■(,:])...(,_..„)*•■■ 

4.8...4« . \_ 

"^{ii-w)(4f-3)(5p+i)...(4p+4»-3)^-; 

4Up-i"^a(4p-i)T4F+31 
_^ 4^8^.4» ,_^ \ 

("+')Wp-')(4p+3)...(4f+4';;=T] -*■•■■;■ 
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lùk THÉOKIB DES SERIES A TERMES CONSTANTS 

Par exemple ; si /> = 5 : 



» = 5-n^.- 


40 


— + 


S 


6 . 




.69 


33S ' 




-i(^ 


-rr^ 


+ Ï 


4 


8 






■ 17 


31 


"S"^- 




-(inp^T^^ 


4" 
.(4» 


^^* 


...)- 




-liii^^ 


TS+- + 




4. 


8.. 


4n 




("-*- 


)i9 


33. 


.(4-+ 


■9) 


Si n = 5, on a : 
















8. i>. 16. 


ao 




= 0,000016 




6. .7 


.,,.,6., s 


.as 


S7 






8 . la . 16 . 


10 




= O.OOOOIO. 




6- 19 


. >3 . 37 . 3 


.55 


39 




On a ensuite, pour 


la première série 












n, _ 6 a4 _ i44 
II, 7 ■ 4i âB7 '^ 


3 






pour la seconde 


.._6 
"1 7 


i4 


144 
3Î7 









....). 



Les restes seront inférieurs environ au double des derniers termes 
calculés (n* 70). Si -~ restait égal à -, le reste serait égal au der- 
nier terme. En prenant commo valeur approchée du reste total 
n, + t>, = o,ooooa6 

l'erreur est inférieure k ce nombre, et l'on peut calculer 4 chiflres 
déâmaux . 

Si on calculait S par la série donnée, pour que 

j -|— -rj < 0,000(^ 

il faudrait n = 73. 

On voit que l'avantage de cette transformation est encore impor- 
tant, sans £tre aussi grand que pour d'autres séries. 
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TRANSPORUTIO:* »E8 SÉRIES 135 

83. Méthode de Kammer. — A. chaque terme u„ d'une série 
convergente, faisons correspondre un nombre \, tel que Xji„ ait 
une limite déterminée /, lorsque n augmente indéfiniment. Posons : 

et auppoions que a^ ait une limite a, non nulle. Soit : 

a'. = a, (i - g") == a„ - ^■■°" -^^-h'"^' ■ 

En donnant k n des valeurs entières successives, on aura : 

a', H- tf, -H ... + B-, = «, -1- u. 4- ... + a, — ^'°'~^+''^+' - 

Si n augmente indéfiniment, il en résulte que la série Xu'n est 
convergente, et 



_ Kl, - l . 



2^- 



Le calcul numérique de la série 2a„ est remplacé par celui de la 
série Su'... qui converge plus rapidement, puisque le rapport 
—5=1 tend vers zéro, pour n infini. 

Le dioix assez arbitraire de X. rend cette méthode tr&s générale. 
On peut remarquer que 

Si on remplace X» par >„ + --, et par suite X»^., par X^^., H ■ 

a. et u'. ne changent pas. Mais XiU, devient X.Un -t- A ; on peut 
toojours choisir h de façon que / = o, ).„ii„ tend alors vers zéro, et 

La mAme méthode peut s'appliquer k la série ^„. 
Si X'nii'„ tend vers zéro, et si 
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190 TBÉOHB BBS SBRm 1 TBBHU «OXSTA.fTS 

■ une limite, naa suUe, <^, aoit : 
Ona : 

et ainsi de suite. 

M. AppUoatloiu. — Soit : 

■n Vn+c + p/ 
Posons : 

i, = iH-c-(-p — I 
1 \ «I.-I-I (« -+- c)' 

'^ n-hc +^ '^ n + c +p 

On a pour limite a^ip — i 

2 "■=(.,-.)(. + ■>•"(;+ .)■ ... (. + f)- + 

"^ip^rrZd („ + ,)■ („ + c + i)-...(,-i-c+p-i)"(» + .+S' 

Onjieiit eaco» poser : 



J" + ')' 



«'. (/i + c-4-p)(n+c+p+T) 

«'. = !■,- X'.^., ÏJrt! = n + . + p - Jl±^ = 

_ p(jn + »c + p) £^ 

n + c +p '^ PU- c + p 
_ , p p' ^_ 

~""s(n + e-l-p)=a(ip— 1) (» + »)'('• + = + ')■■.■ (» + «+Pr 
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TRAmmiMATion ne tàkim 

•f ""-(»(■-.)(' + .)■(. + «)■ + .. . + (.+,)■+ 

p* y » 

"(»f- ') ^ (n +<)•(» + « + ■)■ ■■(" + ':+?)'■ 
Oq arrive au mâme résultat en posant : 

de sorte que 

°.=( ":::i7' )'V°-f--)-K-f)' 

23e — p 
_ "■=.(.p-.).'(oh:,)>...(c+,-i)'+ 

f' V" ' __ 

a{ap— i) Zà{Ti+c—i)'[n-\-c)\..[n-he-hp~iy 



en remplaçant p par p + i,p 4- 2,,., 00 peut ramener la série 
SUgà une série de mâme forme, où p est augmenté d'un nombre 
entier arbitraire. 

45. Exenpie. — Supposons c ^ o, soit : 

^=2„.(„+.)....'(»+p-.)'- 

On>: 

**'= j(V- .)fl . a ...p)' + a(./- .) *>+■ 

(■■» 3 (p-.))- __3_ . a.3...(p-i) 

al-' 1.3.5 ... (ap — 3) ' ~ a' . p 1.3.5... (ap — i) "*" 

I (■■a.3...p)' ■ 

+ a» . 1 . 3.5... {a p - i) ""■' ■ 
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laS TBéORlB DBS SÉaiBS A TERHES CORSTtNTS 

Si on ajoute ces équations où p = i , a , . . . on a : 

, 1 i.a...(p— i) \ . (i.a.3...p)* y i 

-^fT^ • 3.5...(ap-iV"^2M.3.5...(a^i)2jnl(n+t)I...(n-(-;,)*- 

Sip^ n = 5, 

"^ V^((i.a.J.'4.5.6)'"^-"^(S.e.7.'8.9.io)') 
le dernier terme calculé sera 

Le reste est notablement plus petit, car les leimes qui suivent 
décroissent encore assez vite, le rapport ( ^ziî] <^° deux termes 
consécutifs ne dépassant ~, que si n ;> i^. On obtient ainsi la va- 
leur de 7i' avec 7 chiffres décimaux. 

On peut supposée que p augmente indéfiniment, il est facile de 
voir que la série complémenlaite tend vers zéro, et l'on a : 

Le rapport -^ a pour limite t, et cette série pourrait être uti- 
lisée, mais il vaut mieux calculer les premiers termes de la série 
complémentaire, qui décroissent très vite. 
On peut encore remarquer que : 

._, oc / \ , , I . a . 3 ... (an — 1) 

a" • I . 3 . 5 ... (ait— 1) = a"-' , -^ r-^ = 

* ' a . 4 ... (an — a) 

= n(n-hi){n-ha)...(3H— 1) 
ce qui permet d'écrire la série précédente sous la forme : 

^- = ■ •*- ?T3 ■+• s^rr-s + ■■■ + „■(«+ 1)"..."(7»'-- 0"^ ••• 

et chaque dénominateur est divisible par le numérateur. 
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nuNBPOBMATlOn DBS SERIES 



86. Danxièmo example. — Si e = — ~ dans les rormules du 
n* 84, on a, en supprimant le facteur commun 4' : 

2 1 3p— 1 

^ (an— i)^3n+i)»...(aA-|-ap— 3)»— a(ap— i)(i.3...(ap~i))'"^ 

I- '^' Y' / \ 

2p — 1^(3» — i)*(an-§-i)'...(2n-t-2p — i)' 

on, en posant : 

^ = 2 (3n-i)»(an+i)*...(an + ap-3)* • S. = 1 -H «S.. 



^3...(.p-.)°'+' 
et, en ajoutant : 

Par exemple (n' 60) 

•'_s — V ■ _, j. 5 , n« , 35j 
8=3, = 2;i(.n-i)«='-^V TST + SS" 

. 9-"'*/ 1 . 1 , \ 

+ 35 1(|.3.5.?.9)'"^{»".5.7.9.")'"^"V 

n suffit de 4 termes de cette dernière série pour calculer n* avec 
; dédmalea. 
Si p augmente indéfiniment, on a 

FiMT, — Thteiû <Iai ttrÏM i, tormai oonibuili 9 
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l30 THÉORIE DES SERIES A TERMES 

87. DmuUom «ppllosUoD. — Soit : 



(„ + c)'(n + c -H 1)» ... (n H- c 4- p - i)» 
M, \n-l-c-Hp/ 



n + o— i 
-■ ■« -"-(-i (^^ n + c — I n-i-e+p 

■"-«•C ~ '} 3,-1 •(„ + ,-, )(n + »+ri 

îVt, = (_l±J_y "+'-■ 
oT^ Kn-i-c-i-pJ n-Hc + p-{-l 



^,- ("-^'->-P-')(" + ' + P) (» + «)(» + .-!) 
n + « — 1 n-t- c+p 

= 3p+.+P („^,j,|,;>;,_ p^ . a' = 3,+ , 

3p + . (n-t-»-i)(nH-c+p) 
^ p'(p+ 0' 



_,).j„ + „+p). 
u', n4-c + p\n-t-c+p+ 1/ 



_ (~ + e + p)' 



^ (» + »-<- P)' _ (» + '-■)■ 
" n + c— i n-hc-t-p 

=o.+.)(3+ („.^.i!',l(:';,_rt ) . =-=3(p+.) 

,__ - (P -<-■)■ si 

»<- " 3 (n + e- i)(in-c+p) 

P'.(P .+ ■)'. > . 

— 3(9 p'— (in- - 0" (n + < -1- p)' 
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Od aura : 

2(r+.)'(»+. + .î'...c« + .+p-i)» 

3(i,'-ijZ(» + c-i)' (" + «)'...(" + = + ?)'■ 
Si p = I 

El 6o»(c + i)* — 3c(c + l) -i- a 
(TT^- ii^(»+0' 

En remplaçante parc — i, «t/> par 3, on a 

y > 5(a— l)'(c+3)*— l8(o-l)((H-3)-4-7a 

^ (n+e— i)'(n+e)'(n-H:+i)' 4o(e— i)»c»(c+ i)*((H-a)» 

-5'''2(„.Hc-a)'(™+.-i)'(»+«)'("+'+")'(»+«+«>'' 
Supposent c = a, on aura : 

^ 1 loo 

Z(n-(-a)'--p- 

-5(?T6>-5^'2„.(„+,)'(.+ a)J(n + 3)'(n + 4)') 

Si OD calcule & tarmeE, 

3 _ _4^ _ o,44 

5 ■ (5 . 6 . 7 . STS" ~ 10" 
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l33 THÉOBIE DBS S^EUEB t TRBHIS C0K8TAIIT8 

le suivant est s de ce terme. On peut ainsi calculer V -| avec 
lo chiflres décimaux. 
Si on voulait calculer directement ^ j^ , même en utilisant la 

valeur approchée du reste -7-- ■ - „ n* (68), il faudrait, pour avoir 
la mfime approximaUoa, calculer 373 termes, afin que -^ soit 
plus petit que ,f 

88. Troislèm» application. — Considérons encore la série 

Posons : 

X„ = n-+-p-h3 

Si on développe suivant les puissances de -, on a : 

^ = „(..i)-=,-.3.^-t-.... 

'(^)'-p(-r=K-^^--) 

Pour que u'n = u„ 1 1 — -y 1 soit le plus pedt possible lorsque n 
devient grand, il faut prendre p = - • 9=1. pour que les 
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TRIHSFORIUTIO:* DES SERIES 1Ô6 

Oa a alors : 

, 3 1 

Il est facile de voir que le même calcul peut se fiûre en rem- 
plaçant n par n 4- c, et l'on aura, quelque soit c : 

V ' — ac * + 7"+ 7 _ Y 7(" + ")(" + <= -t- + a 
^(n + c)*~' 6(c4- lï' ^ eCn-t-eJ'tn + c-H I)' 

Par exemple, si c ^ — - (a° 60) 

88. QnatTlèm» application. — Pour calculer ^ /„ ^ ' j 
OD pourra poser : 

4, 



1.= 



^(n + 0"-S(» + «+') 



(n -t- c — i)* "" \"-r<;-t-i/ 

(n+t)-— I (M-M-i) , ,, , , 

^ , Jc+,)>-^ic+2) ^,(n^)(».hc+i)(n+e+5)+f 
-7(^5:0' 4«K«+")' '"■7 (»+c-i)'(i.+t)'''+«+')' 
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THBOBIB BEA SÉUBS A TBBIfBS COBITINTS 




Soitc 


= 


13, on a : 








h- 


3^ 


. i3" — 56 . y " 












6535 ^ 
= !«■., 3' + 


8.i3'.i4' 


19 + 


3 

Ïi5 




-^ ,3>.i4' 


'. i5' 






0.00O01O165564 












ii4 












58 







Oiocoo 10 185736 
le rapport ^^ varie lentement, pour les premiers termes il est égal 
i peu jtrka k —2 et diS%re peu de - , le reste est donc du nt&ue 

ordre que le dernier terme 58 et V -\ ^ o,ooooioiSâ8o. 
En ajoutant 

= i,o36 917 S69 334. 
Ont: 

2t=>.o36 9*7 755 i3. 

00. Série* à aignee altemAs. — Si -°^-' est négatif, pour que 
Om oit une limite finie (n*83), il faut que X. reste fini. Si ^^ 
B pour limite — i , on peut choisir X» de façon que sa limite soit i , 
celle de Oa ura a = 3. 
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TRAnSFOBllATIOn DES SÉRIBS 



(- .! >"' 



- („ + c). („ + 1 + ,)l ... („ ^. , +p _ ,). 

°iM-i_ / " + " V 
n. \n-t~e-t-pf 



\.= 



i» + c~ I 



^n + t + p-i „-i-t ^ f (f + ■) 

n + c— 1 n-t-c + p ^(n+c— i)(n + ij +p) 



«", 



■(» + = -■)(« + « + ?) 
TT (K+T+fTprîT+p+T) 

Posons encore ; 

" n + c— i n+c+p (n -h c — 1) (n + c -h p) 






" (n + c — !)• (n 4- c)' ... (n + « +p)" 

'4-P P(p+i) 

i.(.+ l)< ..;(» + ?)■ 4 «■(«-(- ■)••■■(«+?)■ 

V (— i)^' _ ai!(c + p)— p(p+i) 

Z(„+,)<(n + .+ ,)■'.. («+.+,_ i)«-4.1(.+ ,)»..:(c+p)' 

p, ,, v' ( — i)"~' ac(c-(-p) — p(p-M) 

+$(p+>) Z(„+,_,)i ...(.+, +p)«=4,i(c+'^;)....j,+p)i 



°" = «(.+ i)'..t(» + p).-4*-tl)' ...(«+?)■■*■ 2-'" 
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PoQr calculer y \~/^t, oapnBdnmcctamaai£nip=i^,b... 
On a: 

^ (-1)— ' _ «(t+5)+7 -V (—■ >■-' ^ 

^ (« H- c)' — •(M-1)'(5+3P "Z.iï+tXin-e+î?("-W-n)" 

^ (— !)■- «(t-l-iO-t-34 

(n H- «)■ ...(« + « + 4)' ~ »(« -1- 0" •■. (« + 6)' 

On en déduit : 

2" (— i)^* _ c(e + 5)+7 c(c-4-ii) + 34 

_ p+JJI-aCc+OHt + ï)' (c-n)-(e+a)'(. + V(»-l-4)' 

^ ( — I)»-' 

2" <-')':.' '('+5) + 7 c(»+ii )-h34 ^ 

, Çr+5JI-«(.+ i )•(«-(- a)' (cH-l)'(«+ï)'(«+3)'(r:F4? 

.. c(«+l7)-l-8i ^. y {— i)*-' 

+*»(.v,)':;.'(.+6)>-"»-'''2.(n+,)i...(;+.+6).- 

On a avantage à employer l'ane ou l'autre de ces formules sui- 
vant le degré d'approximation que l'on veut obtenir. 

8 I 

M. Exemple. — Soit par exemple k calculer 7. /~ ^ '' -a- 

Pour c = — -, la dernière Tormute devient : 
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TRIKS FORMATION DBS SBRIBS 



2|ii^=l!r^»(a-^V.)' 



-5.,".6.2( ^^^-«^ 



- (an— i)'{an+ i)» ... (anH- ii)'" 



Les deux premiers termes oat lés valeurs : 

o.88866ai3i5i9 
0,035093166773 

0.921754398391 

Le premier terme de la dernière série donne : 

(,.i.i:f.,"\,.,3)> = "•""^ "^ "« »'■• 

On calculera les termes suivants en multipliant saccesùvement 
f"{Ts)' • (7;)' ■ (f,)'-«eq«ido»i..; 

0.921 754398391 

— 0,005813788 631 
H-oa5839o6i 

— 804677 
■+■ o55 736 

— 00619a 

+ 948 
-184 
+ 043 
— 01 a 
+ 4 



0,916965 594 176 
1 — îi + 51 ■-• ^ 0,9159655943 par excès. Pour avoir la marne 
approximation par le calcul direct de la première série, il faudrait 
calculer plus do 70000 termes pour que (a/i — 1)* > a . 10". 

03. Oenxlème exemple. — Soit encore k calculer l'exprès- 

«on (n° 61) 

«' — y ( —')—' 

13 ~ -faJ rt' 
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f3S THÉOBIC SB aÉRIBI A TlUm C(B<BT1KT9 

Remplaçons c par zéro, et p par ip' — i (a* 90). Posons : 

" = i „.( .-^. )t'(i":;!.,-.)- =5ffe|--'<"-)'-'>^. 



'•■ - (a . 3 . if 

(. . . 3...(,- .))■ P(P-^.)...(.P-»W=4^i^ïf^> 

-(i.».3...,» + i)...v<H.,- 

En multipliuit ^ pw ( — i)^'t et en «joatoot ces équations, 
oa a: 

«• A; 3 ».34 ••*' ' Tf=r,(;H-i)...v/ 

+(-.).(, .»...,)-(f+ .)...v2 ;itÇf^^^^r+:^ 

Par exemple, si /> = 3 

S = M-*-4-5=-C--W-5.6{^^i^-(j^i::^+...) 

Si p augmente indéfiniment, oo obtient la nouvelle série : 

3 a Ta.3.4^'-^^ 'J an— i «(«+ i) ...an^ — 

Pour laquelle 

Bn+i ion ~f- 71» — 1 n* 

«■ ion — 3 aR+ 1 (an-l- i) (am- a) 

a pour limite 7. Mus, pour le calcul numérique, il vaut toujours 
mieux utiliser les premiers termes de la série complémentaire, qui 
ilécroissent plus vite. 

03. Cnloal de X.2. — On a (n< 75) 

u = yH')"-'^ 1+1 y (-■)-.. 

^ n a a-^n(ii+i) 
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lunaroMUTion dis sbues 






i, = X.-l.„fct! = 



1 M- I 



^ R(nH-l} a a^i«*(rn-ir 

Lea formules du n" 00, oit l'on rempkce c par o, et p par 2/>, 
donnent : 

■^ (— 1)"-^ 5P + ■ _ 

Z n<(n+i)i...(n+af-i)' ~ a(a;n- 1) . (1 . J .3...ap)> 

-f (ap + ■)• 2 „.(„+ ,)!7.'(rX ap + .)•■ 

En poauit S, = 2 j^j ^^'^^L ,) !. on a ; 

'•'■;;■,'-?"'' (■ -3 ■■■(ap-'»-3,= 

I . 3 ... af — I 5p + ' _ 

~ a . 4 — a/> p{ap-i- i) 4"' 

_ ......jap->..) (, 3 (,^^.)).S^^ 

, . ( l .3...ap — I 5p-f- 1 , 
"*■' '' a.4... ap p(ap + 1)4'"^ 
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l4o TBBOBie DES SÉRIES i TBRMBS GOnSTiKTS 

Si ^ = 4 on a : 

I 35â3 5 a45 

Les tennes successifs donnent : 

+ 0.6959453115 

— 0,00093005953381 

+ 0,00015576680501 

— 01403359377 

+ 19861647 

— oo55i7 13 

+ 39381 

— 02398 

+ 00366 

-37 

+06 



+ 0.69314718055995 
L3 = 0,693147180560. 



94. Oaloal de it. — On a (n* 77) 

4 3-Z{3n-.}(an+-,) 
Vfi _ _ an — 1 

Posons ?u = ^J^ 

3 =— 2ife^.- 



DijilizodbyGOOgle 



TKinSFORKiTlOK ftBS SBKIU 

Les formules du d' 90, pour e := donneat 

<-;)- ■■=■9— «■ V (=1 



V (-■)■" , ■_ ■» ç. V (-■)-' 

^(an— i)*(an+i)» iBo ^ (an— i)»(aiH-i)»ta»H-3)»(aii-f-6») 

v (—■)'-' 19? 

^ (an -!)■ (ann- !)■(,„ + 3)- (aa + 5)'- «(3.5.7.9)'- 

- a.oo T (- 0— 

^(an— i)» ...(an + 9)' 

w _ 56 ,, V (— !)"-■ 

i~7i~^''^ Z(an-i)'(anH-i)'(an + i)'(an + S)»' 

i = ^^iB^G)'-^-'°-i (an-iir.-.TaU9)- 

96. UéthodB de Markotl. — Soient U,„ et V,„ des fonctioiu 
des deux indices eaUers p et g, telles que l'on ait, pour toutes 
valenrs de ces indices, k partir de o, 

(.) u,.,-u,+„, = v,.,-v,.,+,. 

En ajoutant oes relations où p prend les valeurs de o, i, i... p, 
ODa : 

U^, - U^,., = V,., -(- V,., + ... + V,., - v.„+. - 
— Vi,,+, — ... — v,„,+,. 

Supposons la série y\ V„,j convergente, quel que soit q, et posons 

S, "= 2 V,., = V.., + V.., + ... + V,., + ... 
p — o 

Supposons, en outre, que U„, tende vers zéro, lorsque p aug- 
mente indéfinimmt, quel que soit g ; et que S, tmde vers zéro, 
pour g infini. Lorsque /> devient infini, on aura ; 

et 

U..I + Cl H H tl„, = S, - 8,+,. 
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lia THÉOBIB BKS ttltlES A TBHVn CONSTANTS 

Si q devient inSm, cette lelation devient : 

U«.,+U..,H-... + U«., + ... = S, = VM + V..„ + „.-l-V,.,-t-... 

La s&ïe ^ U*.. est remplace par la série V V„,,. 
Posons, par exemple : 

VièmtiU (i), multipliée pu [||ï^-^fefÉ^j]* *l«"ent : 

[A^ + B, (<n- q)] (i -,- p + ,)> _ A^.. - B,+, (a + î) = 

= [C, + D, (a -H 9) + E, (a -H ï)»] (i + p + ï)' - 

— [Cp H- D,(a + 9 + I) + E,((H- 7+ 1)»] (a + q)* 

ou, si l'on pose : b — a + p = x , a-i-q = y 

iK + /Bp) (« + J'Y — Ah-. - yB^, = 

Cette équation devant fttre vérifiée quel que soit 9, ou x. en éga- 
lant i zéro les coeQîcients des diverses puissances de y, on a 
les 5 équations : 

\\,-+- 3iB, = (33! _ i) D, + (3ar' — i) E, 
(3) ^ 3 Ap M- 3 3:B, = 3 G, -+- 3 iDp -(- iB»E, 
I 3»*Ap 4- !r*Bp — Bp+. = 3x'Cp + t-D, 
\ œ'Ap — A,+i = x»C,. 

Si on résout tes trois dernières équations par rapport à G^, Dp, 
Ep, on aura : 

aï*Bp — »B,+, -+- 3Ap+, = x'Dp 
3xBp+.-6Ap+,-=a:%. 

Remplaçons B, par sa valeur (3x — 3) Ep, et B,+, par 
(3x + i) E,^.,; puisqoe, lorsqu'on rani^ace /> par p + i, on doit 
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remplacer x^b — a+p, par x + i , on a : 

*M-i — * — i — *ii+i — -§ ^r 

A, = (X - .) ^^ E, - !£^-!£ ÏW,. 

En remplaçant Âp, B, et D^ dans la seconde équaUon (3), les ter- 
mes en Ep se réduiieot, et l'on a : 

La dernière équation (3) donne : 

— (,»—!) — ^— E^, +1' g V 

Enfin posons : 

, toa!* + i5» (a— i) + 6 (a— i)' p 
"• B~^ ^^" 

Les expressions (s) donnent 

V _ F , ^ 

Ao et Bo étant donnés, les équations (3) où p = o. œ= 6 — o, 
détenninent Et, D., Co, Ai et Bi. On en dédoit ensuite Ei, les 
équations (4) et (5) déterminent successivement Ep et F, et la 
série 2V-,o qui peut remplacer ZU»^. 

a (fc _ a)* 
Supposons B. = o , A*=i , Eo = o , Ei = ^ _ «)* — ■ \ 

_ „ (6— a + 3 p)'( fc — a + ap— i )" p 
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l44 THBORIB DBB BBRIBS A TERMES CONSTAUTS 

La règle de Gauss (ii° 17) montre que la série 



V / »(» + t)...(»-<-n-i )Y 



est convergente si 6 — ^>-~3- ^^ P^**^ vérifier que les coadilioDS 
supposées pour S, et U^,, sont alors remplies, ce qui permet de 
remplacer ta série précédente par celle dont le terme générale est 

cette série est plus compliquée, mais ses premiers termes dé- 
croissent plus vite que ceux de la série £U(,„. 

96. Cas partlonller. — Supposons, pareiemple,i={i-|-i, on a 
la série a* ^ ; -■ '.) ■ On aura : E, = 4 

p _ (apH-i)'(ap)» p _ „, [3p(ap 4-1)1 * p 
'»+'- . (>PH-»)>f + 3J...(3i. + .) 

Si a = 1 , on a 

Y ' _ V f .,./ i.»...ii \' 5+8(ii-n)(7»+3) _ 

— 39 _ _LÎ_ j. _?§ 7jê j. 

~a4 Ï7a8 "^ 648000 i54(i68ô)»"^ '•■ 

Le rapport d'an terme aa précédent 

6+:8n(,ïïir4]-^i;7r+-!J (3»+i)(3n + a)(3« + 3) 

a pour limite — . Mais il est plus petit pour les premiers termes; 
le quatrième terme est inférieur i 0,000003. 
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On obtient des s^es moins simples, mais plus rapidement con- 
vergentes, en prenant pour a un nombre entier supérieur à i , et en 
calculant directement les premiers termes -j. Soit a= i3, on a : 

^[{3p + s)(V+,4)(^^)'-h^0' + 7)(P + 4) + >4] 

= (.4..5...(.p-hi4)r ^"^* 

X [e + I (n + 4) (n + 7) + 4 (" + 7) (3" + ») (^f^)'] 

21 aSSfli 83 _i399 _ 

^j P ia.(7.i3)» 49o{5.i3TT55* "^ io5(i3 . 14.17. 90}' 

[i 5i39 



11 . i5*.'7*(ia . i3 . 17 . 19 . 20)' 
OD trouve les valeurs : 

+ 0.0031948991313809336964988 

— i5o585o97489i55o 
-f- 6170778519 

— 189314 



o,oo3 194 898 9S0 795 753 366 364 3 

Le terme suivant est inférieur & 73; du dernier terme calculé, ce 
ce qui donne a unités du 34* ordre décimal, et on peut conserver 
s3 chiffres décimaux. 

2" J. = , _ 95 ^ -9, ^. Î2i + i + ' = 
„. — • 8» ^ lo' ^ 9" ^ 7» ^ rp 

= 1.1988630041787985331334608. 

FiuT. — TUori» Am •èrùi ï («nnM 
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1^6 THEORIE DES 8KIIIES 1 TERXES COIfSUKTS 

En ajoutant, comme le terme négligé est positif, on a : 

2^ = i.aoso569o3i59594«85Î997ï. 

Il faudrait calcolw i5 termes delà série, oh a^ i, pour avoir 
la même approximation ; mais les termes sont un peu plus simples. 

07. Deuxième exemple. — Posons encore : 

v,..= (- .). [r(;<:-r>: ';it':;:7-' .)]'t°- -°''"- '«■ 

L'identité (t) (n* 9B) multipliée par 

devient : 

[A, H- B, (a -«- 9)] (b-hp-hqy- A,+. - B,+. (a + q) 

= [G, + D,(« + 9}]{6+p-hg)» + [C,+Dp(a + ,+ i)]{û-!-^ 

ou, si l'on pose b — a-\-p = x, a+y =y, 
(A, -hyB,) (X + 7)' - A^. - jB,+, 

= (G, + y^,) (« + r)' + y*Gr + y' ( ' + j-) D,. 
Cette équation, devant être vérifiée quel que soit q, ou y, ou en 
déduit les 4 équations : 

B, = aD,, 

a zA, + x'Bp — Bp+, = a oCp -)- a:»Dp, 
!e*A, — A^i = a;*C,. 

On en déduit ; 

aAp+, = axD^, — au'Dp. 
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Siiiipo«)MA, = i, 


,B.= 


= 0, oa eo 


déduit 


D, = o. 








D. = ^ 


l!. 






D,, = 0. 








Dm« = !^ 


i 


--!l„-l 


> — 'P 


<^. = 5T 


+ h- 


r;I>»+.. 





Posons : 
C, + <i», = E,, 

98. Applloation. — Soit & calculer L a p«r U fléôe (n' 93) 
-îP-J, = 3 — (La. 



on prendra 6 = a + 3, 
D, = 1. 

D»+, = -t±-l(»p+ i)"D,^„ 

!>»+.= (^)'»-3 - (P + [5-5 - i'P + i)]'. 

\ aj>-t-a -•-•'('-'-"-1- j^ 
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14D THEORIE DES SEJtrES A TEB1E9 CU^STANTS 

Ed ajoutant, comme le terme négligé est posHif, on a : 

2^= i.aoio569o3i59594385J997ï. 

Il faudrait calcaler i5 tennes de k série, oâ a ^ i , pour avoir 
la m£me approximation ; mais les termes sont un peu plus ùmples. 

67. Deuxième exemple. — Posons encore : 

"-=<- ■)'[ti f':t).'.'.(tt ;-J7-.)]''^-^°'<'-^'"- 

L'identité (i) (n* 95) multipliée par 

devient : 

[A, +B,(a H- ,)] (i +, + 9)'- A,+, - Brt,(o+ j) 

= [C,+ D,(. + ,)](l.+p + 5)'-l-[C,-i-D,(« + ,+ ,)](o+^ 

ou, si l'on pose 6 — a-\-p^x, a+q=y, 
(A, +)'B,) (» + }]' - A„, - j.B,+, 

= (C, +J.D,) (« +}.)■ + y-C, + ^(i + y)D,. 

Cette équation, devant £tre vériiiée quel que soit tj, ou y, on en 
déduit les H équations : 

B, = ,D,. . 
Ap + aaiBp = aC, -4- (aa: + l)D,, 
3 xAf ■+■ x^f — Bp+i = a aîCp -)- a:»D,, 
ifA,-A,+, = ,-C,. 
On en déduit ; 

aAj+, = iÈxDf+i — l'Dp, 
DH.,=j(i-a.)-D,_,. 
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TUnVflBlUTlON DU SKftlBS ijn 

Saffoaon» A, = i. Bg = o, OQ fia déduit : 

b — a 




"•■-'-o'( ;j;::i:::i;:; ^)'- 

'"• - t4(k + i)...(iH-p-.H'- 



Posons : 
C,H-aD, = E,, 



S8. Application. — Soit & calculer La pu la séiie (n* 83) 

on prendra i = a + s, 
D, = 1, 
I>»ti = — ^-i-' i'P + ')'Dw-'. 
D»+i= (=^)'»-3 - (P + [3-5 - (»P + ■)]'. 
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I/i8 THioUI ht» SBHU8 A TBMIBI COmtiHTS 

la convergence de la série obtenue «en d'autant plus rapide que a, 
qui doit être un nombre entier, sera pins grand. Preuous a = i3. 
On aura les deux séries : 

2(-»)'((r3-:;r^Ta--M5) 

- "^ /-i\ M-3...( p+ i)[3.5...(3p-n)]' / I ., V±ii \ 
= Z \t) [TSTÏÔ ... (ap+i4)]* ii^+:i+^ii(ap+i5)»; 

On devra calculer d'abord les 13 premiers termes de la série 
dtnmie, qui peuvent se simplifier en les groupant par quatre : 

11 « 

Vinif — rV 5 i7. >9 , _43 

^ ii*(b-Hi)»— ''-ii (an— i)»(an)»(an-f.i)* — 75'^âr3SÔ'^75ïB95 

'^ ' - 4 - 5 -i W" -t- >ï* ~ 75 ~ rrnSS ~ 3oi 1 580 

I r^3 , 36? i55 3oi 

a33i 4543 1 

"^ iio.(i7.i9.a3)*.4' 34.(1 9-ï3.a5îrv"'J" 

On trouve les valeurs : 

-+- 0,693333333333333333333 

— i6754S5oo88i8343i5 

— 014378119406434535 

— 004337 174656844987 
+ 00113317333943e 

— 001633358867 
-I- 006153973 

— 044 aig 
H- 5o4 

0,693 147180559945309435 

Le terme suivant est négatif, et inférieur & ez du dernier calculé. 
Od a donc : 

La&s: 0,6931471805599453094a. 
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nunsFORiuTion obs si£iubs 1^9 

Pour avoir la infime approximation en calculant directement les 

termes de la série Z -r r - :r - { y >1 faudrait prendre environ 

84 000 termes pour que . ,, ^i soit plus petit que — ■ ' g . En 

comparant avec les calculs des n" 6C et 93 on peut se rendre 
compte des avantages des différentes méthodes. 
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CHAPITRE VI 



SÉRIES SEHX-GONTERGENTES 



99. DélinlUon. — Si on connaît l'Apreasion du reste (ou une 
limite supérieure) d'une fonction représentée par un développe- 
ment en série, on peut effectuer lea calculs numériques sans qu'il 
•oit nécessaire que la série soit convergente, puisqu'on connaît une 
limite de l'erreur. 

Par exemple, la formule de Taylor donne le développement 

L(, +.)=.- î: +...+(-■). ^ +(-.)-' j(jf^ 

o<fl<i. Six>o, i + ôa;>i, le reste / ^ y; est 
plus petit que ~- - 

Si x >■ I , en faisant croître n indéfiniment on a la série diver- 
gente 

qui ne représente pas L(i +x); cependant si on calcule la somme 
des n premiers termes, on a une valeur de L(i + x) avec une 
erreur inférieure au premier terme négligé, et de même signe. 

Si X — I eat petit le rapport ^ = x ■ est inférieur 

& I, tant que n<r^— :. 1«» termes décroissent d'abord, puis 
augmentent. La série, quoique divergente, peut ëtra utilisée, û on 
ne veut pas une trop grande Approximation. La méthode serait ici 
très longue, maïs il y a des séries divergentes dont les premiers 
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SERIES SEMl-CONTBRGBnTES l5l 

termes décroissent assez vite pour qu'elles donnent lieu h des cal- 
culs plus rapides que bien des séries convergentes, 

Legendre a appelé séries terni -convergentes des séries & signes 
alternés dont les premiers termes décroissent, et qui, quoique di- 
vergentes peuvent être utilisées, parce que la somme des n pre- 
miers termes représente toujours l'expression & calculer avec une 
erreur inférieure an premier terme négligé. Ces séries ne peuvent 
pas donner une approximation illimitée) mais il arrive souvent 
qu'elles donnent rapidement une approximation supérieure & celle 
qui est nécessaira. 

100. FoDotlonr. — On appelle fonction gamma, ou r(x), la 
limite da produit illimité (n" 43) 

ou la limite, pour n infini, de l'expression 

, '-3-3 — ff . /_ , ,v 
x{x + 1) ... (x ■+■ n) '•'* ^ '^• 

La fcrmnle du binôme montre que 

a pour limite '-^— - — ' , lorsque n augmente ind^niment 

a la mâme limite. 

Il en résulte que le produit F («) est convergent, sauf cependant 
pour x^o, ou pour les valeurs entières négatives de x, qui an- 
nulent un fadeur du dénominateur. 

'■ ^ -^ est la haute de ^ - — (n -+- ï), ou x. 

r(a-+-i) = xr(a). 



DigitizcdbyGOOglC 
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Pourx = I, tous les facteurs dn produit sont ^ux i t, 

r(i)=. . rw = . . r(3) = .rM = .. 
Si X est un nombre entier positif, on a : 

r(„) =...... („-,). 

Si on forme le produit r(x) . r(i — x) on a : 

rW r(. - .) = jjji-, n î^ • r^t-ïT, 

X XI I +■ n n — X tt7 Ï*\ 

(■>•»»)• 

En particulier : 



'©V^n- 



,ii. 



101. DéTelopp«m«it de LT (x). — la logarithme du produit 
illimité V (x) donne la sine : 

Lr(, + ■) = lr(.) + 1^ = 2 (iL lii - L l±î) 

Le coeffiàrat de — x est la constante d'Euler 

Si — 1 < a;^ I, on pent remplacer chaque terme par son dé- 
veloppement : 

' I^a-»^'\- '• _ "■ -u ** _ 
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i53 
On a (H* ae) : 

On aura une série h convergeace plus rapide en se servant des 
relations (n** 60 et 66) : 

On en déduit 

Lr (a. + 1) = 1 L 2^ - ^ L i-±-î + ( i - C) X 
' ' 3 an TMB a i — x ^ ' 

3 ^ Sï "E" ^ n' a;»— i Zi nM-i "•""■ 

103. Constante d*Ealer. — Pour calculer la constante d'Enler, 
cmsidérons les deux séries, pour x = ± - : 

«n retranchant, on a : 

= i. + [,+i + 5 + ... + ;_L(.,+ ,)] 
-'2 (5(f;ô'*5(î^'*"7(îï)"''^")' 

on choiùra le nombre /r d'après l'approximation que l'on vent 
obtenir. Soit, par exemple, p =: i3. 
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OD a (n* 66) 

•• T ='"-■■" = y ■•'-< (rà + rfs. + s:^ + ■■)• 

en remplaçant L a par sa valeur (n° 08) et en calcolant 3 tenues 
de la aérie, on a 

'+ î +■■■-»- -^ ==■+ J- + ,^+ ^ -*- ^ +-^=3,to3aio678aio 
on a (n** 00 et 80) : 

— 2 -« = o.ûW a66 34 i 58a. 

g- y^ — j = 0,000000 137333. 

Pour la série 2 ^ le reste est égal k tn — ; — ïï avec «ne erreur 
" * fil" + »>* 

inférieure au terme t^ (n<* 67), on a la valeur 



avec une erreur inférieure i 



^{^'*-W'*' ^) ~ i 



La somme - ^ 7Zn\* **' inférieure & grgiî = T^n ' 

En ajoutant les termes ainsi calculés avec i s chiffres décimaux, 
on trouve 

C = 0,5772156649. 



103> Fonction de Binet. — Soit : 
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Remplacons xp&Tx-h p.ohpealvn nombr* entier arbitraire. 

,(-+,)=^(»+p)ï-"-'.«(^,)...(^p_,)if[_:_(!±:£)' 

=jïï(^rti^,., o.-.)P-n,-T-„ (=?)■■ 

P 

Le produit JT étant convergent (n* 100), si p augmente indé- 
finiment, TT tfflid vers i , et f fa; + ;>) a ta même limite que 
p 

Mais -■ ^ ■- teûd vers i, (—g) a pour limite e'. 
Si, X restant fixe, p augmente indéfiniment, f{x+p) a la même 
limite que 

x, = '-''-<P-') „. 

Cette limite est bien déterminée, car elle représente la valeur du 
{HXKhiît illimité 

ce produit est convorgont, cat le togaritbme du terme généitl est 

._(„^i)L(..l)=-^..-^-jl,... 
terme général d'mie série convergente. 
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a la même limite. X est aussi la limita de 

XT > ■ a-(>/' - ^ '' i.3... (5p— 1) Vx 

n résulte de la formule de Wallis (a** 100 et 68) ^e la limite 
X= I. f(x) tend vers i lorsque x augmente indéSniment d'mie 
façon arbitraire. 

104. DéveloppMuant de L<|>Cz). — De la définitioD de la fonc- 
tion de Binet on déduit : 

Lf(»! + n-l)-L^i + n)=-l + (i-(-n-i')L— 2-±i- 



ù oa Ajoata lea relatîoDS où n := i, a, ... ; comme hf (s + n) 
tend vera zéro, pour n = oo , on a la série 

L, W = i (- . + ïïi|l^' L |lî±^J^liii) 
~ 2à 3(aa;4-an— i)» "•" 5(2x + an— i)* "^ "" 



"^(ap-Hi)(aa!+2n— 0*' ■^ -^ (3/.+i)(ax+3n— i)* 

f=i ■— " 

Lorsque x > o cette séria double est convergente et représente 

Ly(aî). 

105. Applioation & L r (x). — La relation générale qui déter- 
mina les nombres de BemouiUi (o* 00) peut s'écrire : 

iPir, =TJ;4B.- (v-;)(y-') 4-B. 

^ I . a .3.4.5.6 * » 

+ (_ ,)^. ('?-■)('/■-')■■■' 4,8,. 
* ' 1 . a ... aj> * ^ 
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Das8 cette formule lea valeurs absolues des termes vont eo 
augmentant, jusqu'à l'avant-dernier terme. En effet le rapportd'un 
tenne au précédent est 

a» _ X ^B (ap — an + a) (ap — a n -t- 3) 
K^, * B;;r, ■ an (an — i) 

S», (af — an -I- a) (ap — aB+ 3) 



V ' — ="■-' K*' n 



S|ii_»^ s 



D6méme,8ip>3 . ^yq-î "^ 5 "^ ^^' ^ 5 

Si B» = , 0», B, ... n, représentant les valeur» abso- 

lues des divers termes, on a : 

a» < Ht < Ht ... < n,-i 

Ho — n, + B, ... — o,a_, < , an — 1 <p 

«0 — a, +0» ... + ii„>o . an<p. 

Sin<p , Bo — B, -h B, ... + (— i)"-'n^, est compris entre 
o et ( — i)"-'b„. On a donc : 

_i_ = -!- 4 B,- ('f-i)(;p-') 4.B, + ... 
ap+i i.a^' i.a.3.4 * 

, /_ .y^, (ap -■) (ap - a)-(3p — art -I- a) .^3 
^'^ ' 1 . a ... an 

où o < < 1 û p > n. Si p = n, e„ = 1. Si p < n les derniers 
termes disparaissent, et on r^rouve la formule générale. 
Dans la série double qui représente L f {x) remplaçons , ^ 
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par cette valeur, on aura 

-où o < 9 < I 

"'^ ^ 2â (3X + an — iff ^2â{-ix-i- an— i)«— 1 

= 5;/ ! î_\=i 

^\a: + n— I x-hnj x 

„ ^ y y (ap-i)(ap-a)(3p-ag + a) ^ il 

* ^ ^ I . a ... (ag — 3) (aF+an — i)"' 

si p < 9, on aurait des termes nuls. 

„=y 4! y (ag-iXa9)..(ap-.) / _._ . y^-»«+' 

« .^(ai+an— i)'t-' ^ i.a...i,2/>— ag-Fi) VwH-a«— 1/ 

(anH-an— !)*«-' |_\' sx-t-an— 1/ \ ai+an-ij J 



^ (an — 3) (an — a)»"-' ^(an — i)anjj»»-' 

Si n augmente indéfiniment, la série obtenue est divergente, 
-quelque soit x, car le rapport d'un terme au précédent : 

11,^., Bn+, (are — i) an i S,,4., n(an — _i^ 

~W ~ "B7 (an -H i)(3n"+^ x» " ~§^ in'i* 

augmente indéGnîment avec n. Maïs, si on prend n termes, on a 
une valeur de L (p {x) avec une erreur inférieare au terme suivant, 
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et de mdme gigne : 




Lr(x) = L{9(i)a^-U-Va-S) 




Lria:) = lh^.+[^-l)Lx-x^^^l- 








' ( ''" (ï/.-i)jii«t— ' • 





169 



Cette sSiie divergente ne représente paa L F (x) ; mais c'est 
Due série semi-convergente, qui permet de calculer sa valear, avec 
une erreur intérieure au premier terme négligé. 

106. GomporaiBOn d«8 termi». — On a : 

4.(s„-.)=.-(r-(3r--<«^'-'>=<ï-)<3 

En posant 

„ B5 1 . a ...(an — a) „ 

°" - (a» - ija»!'-' — (ai)'>-'inir- »" 

on a : 

..4., .«(an-i)3^. /iiy 
». (a"»/ S. ^Ui/ 

8in<it:B . »H., <li„ 

car — augmente avec n, et reste supérieur & 4- 
Si,>,, + , , !^>(,+J-)(,+jî-)->,, 

Dans la série de Stirlîng les termes diminuent et ensuite 
augmentent, le plus petit terme correspond à la valeur n comprise 
entrent etnx+ i. Si xa une valeur un peu grande, on obtient 
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ainsi une tr&s grande ^proiïmation. On peat représenter r(a;) par 
la valeur approchée 

r(«,= (!)■ VI .^""'^^ ■■■ ^ '■ ■'"■'^^^^^^ 
OÙ n < n X + I , mais on obUent souvent ainsi une approxima- 
tion beaucoup trop grande, et il eufBt de conserver un peUt nom- 
bre de tennes. Dans les applications du calcul des probabilités, où 
X est en général très grand, on utilise la formule de Stirlîng 

-(')=(f)'yf 

l'erreur rdativeestde l'ordre dee '" — i, ou de ~. Si l'on 
veut une plus grande approximation on prendra 



rcx) = 



=(1)'n/¥' 



l'erreur relative est alors de l'ordre de jet^- 

107. Exonple. — Soit i calculer la valeur du produit F (loi) 
= 1.3.3... loo avec une table de logarithmes k 5 décimales 
qui peut donner une erreur relative — ^ . On a : 

Lr(ioo) = lL..-(-99.5Lioo-ioo + ji5-jjjJ— , 

les logaritimies de base lo sont égaux aux logarithmes népériens 
multipliés par log e = o,4343g4 J8 
log r(ioi) = log (lOo r (loo)) = 

log a -4-^ log a «H- 99,5 log lOO — 0.43429448 {>«> — 7^)- 
Les tables de logarithmes donnent 

- log a = o,45i54 
i I<^ n = o.a4858 

+ 199 

— 43.43945 

+ 0.00036 



156,37103 
r(ioi)= i8665.io'»'. 
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Le calcul du produit i . a ,.. loo, par logarithmes, serait beau- 
coup plus long. 

Dans la série de Stirling, qui donne L r(ioo), le plus petit 
terme correspond k n = 3i5, il est égal h 

B, „ - S^|-(a«) 

(an _ i)TK^^ " (an - Oit(a-x)".-' 

en remplaçant F (s n) par la formule de Stiriing, on trouve la va- 
leur approchée "ï;-/t= = ^^aw ~ ^'"' ** "î"' P^"»«^'™i' ^^ 
calculer te logarithme de F (toi) avec 374 chiffres décimaux, 
au moyen de la série de Stirling. 

En général la série de Stirling où /test le nombre entier immé- 
diatement supérieur k itx permet de calculer L F (x) avec une 
approximation -^^1^= ou 7^- .- qui est égal a peu près à 



108. Formols d'Eolar. — Soit /{x) une foncUon continue 
ainsi que ses dérivées successives entre x et x -^ h = a. La fonc- 



/(») -/M - (« - i)/M h-âV" w 

a pour dérivée — j ^~ ^'^ /l»+'i {x), cette fonction est égale à 

ce qui conduit à la formule de Taylor : 

Posons 

/(, + l)_/(x) = i/(x) . /l.l(«+J)_/l.l(x)=,A/»lW. 
On aura : 

Afl') = V'W + î^ /■(») + - 

i.2,..a/f' ^ '' Jg i.a.-.aa-' ^ ' 

FtuT. — TUoria dn tiria k terma caDitaoU 1 1 
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44/ (X) = *•/■(:,) + ... 



i.a ... (i 



La^-Can^J ^ ■* J„ i.a ... (3/1 - f)-' ^ 

Entre ces 3 n équalions on peut éliminer les an — i dérivées 
f',/", ...,/''"', en ajoutant les équations multipliées par i, 
A,, Aj, A,, ..., A^_,, tels que 

— H- A. = o 
i.a ' 

T-m + .-4 + A, = o 



l-A»,_,^o. 



1.3. ..an i.a...(a/i— i) i.a...(an — a) ■" i.a^ ' 

On pourrait calculer successivement A, ^ — ~, A), ...,A„. 
quel que 8oit n. U résulte de ces équations que l'on a rideatïté : 

a: = (i + A,ar + Ap:» + ... + A,3^ + ...)(n- fâ + r^ "»-■■■ 

I h A,jr' + A,a:' ■ 

I + Aj;' + \,x^ + ... ^ - 



e"— 1 
" a e- — i' 



Le développement de ^ cotg - donne (n" 63 et 60) : 



- cotg j = ^ 



..3.4-* 



ae*-!— ■^i.a'' i.a.lM ->-■■■ + (->; i.a...2n^^- 
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Oa en déduit : 

A^ = (— i)"-' -^-^--i-^ , Aft^, =o . n>o. 
D'où la formule d'EuIer : 
V W = i/W- ' i/ W -.- ^ '■■i/ M - 7:1^74 '''4/"'(«)+ - 
-*•<-■>" ÎTÎTz'ïi'^^^J 1.— 4/l»-.l (,) + R.. 

B, = r /...+.. (, + ,, r - <' - ')!• + A . <*-')-' 

J« ' 'L l.a.-.an ^ i.ï i.ï...(Jn— i) 

_B, M (> — »)■—■ B,_ t'(t — t )*-- ■ 

I.J I.. ... (in - i) "^ i.J.3.4 ■ 1.= ... ("» - 4) ■•• 

^ ' i.a ... (an — a) i.a J 

109. Etude du reste. — Posons : 

-A._. »—(*.-=) , „>,, 
en ordonnant par rapport aux puissances de z, on a : 
•■^ ' i.a ... n 1.2 ... (n — i)*^ " 

¥) 

et, en tenant compte des relations qui déterminent les An, et de 
Aï»4 1 = o si n > o 

AlA'i""* ~\ , \. ,i \ 

+T^—û-t^ +■■■ =(— )"f.('-o 
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le dernier terme qui reste est A„_iA"~'ï, ou A„_,A"~* suivant 
quen est impair, ou pair. 

ç',„(ï) = - o,„., (^) . ï',„+, (.) = - ?.„(!) + A.,A«-. 

?-(0) = ?nW = 0. 
9.n-.W = -?^.-.{''-^) . ?«-(j)=0. 

O (ïl = *' _ î^ -1- -'^ = (^ ~ ^) ' f 3 z _ A) 

^,(z) = ç,(z) reste positif entre z^oet-, il en résulte que 
fj(z) ne peut pas s'annuler entre o et , car autrement sa dérivée 
s'annulerait s fois et sa dérivée seconde au moins une fois. Gomme 
f'i (o) ^ AiA' = "~a~T i" > ft (^) reste négatif entra cet .On voit 
successivement, de même, que ( — i)"f'ta+i{^) "^este négatif de 
ï ^ o à , et positif de z ^ - i A. 

( — i)"~' (fjn (z) reste positif entre : =z o et A, et a son maii- 
mum pour 2 = ;' ^^ ** dérivée ( — i)''y)„_i(z) s'annule une 
seule fois dans cet intervalle. 

/h\ ,„r a n— 1 I B, 1 

. , B, 1 , ,,_. B... .1-1 

Mais, si on forme le produit des deux séries 



i.i. ...(« + 1)^- 

* B, , B, . 

1 H I* — i— ï I* -t- ... 

2 1.3 1.3.3.4 
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le coefTicient de x*"~' est égal à 
D'autre part, ce produit est égal à 



.-.C)=(-.)--^-^K.-i=>. 



Si o<»<A, o < (— i)"-' Çw(a:) < a 



y('"+'i (î) conserve le même signe entre « = as et œ + A, on aura : 

o<9'<i. 
Si n augmente indéfiniment la formule d'Euler devient une série 
dans laquelle le reste e^t inférieur au double du premier terme né- 
gligé. Celte série est, en général, divergente, mois peut cependant 
Âtre utilisée pour les calculs numériques. 

110. Exemple. — Soit 

/'(a;) = Lr{a;) . A=i, 

4/(x)=/(x+ i)-/M=j^"^*Lr(x)dx 

= r LV[x)dx-h j \r{x)dx— f LT{x)dx 

= r L^(x)dx-^- j Lr(x+ i)dx— j Lr{x)dx 

= i Lr(x;dx+ j Lxdx. 
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Mais, de la relation (d* 100; r(j)r(i — x) ^ -^— - , on dé- 
doit : 

= — > La + I L un xiic = ■" La, 

V(') = V^ + v +'''-''• 

1,3 rormule d'Ealer donae la série semi-convergente de Stirlin^ 
(n' 1(»). 

111. Formole sommatoire d'Euler. — Si on remplace /' (x) 
par/(x), la formule d'Eulu: (a° 108) peut s'écrire : 

+ (-!)■ — ^f^ — , A'-'i/i'"-»(i) + n.. 

^ ' i.a...(in — ï) ■' ' ' 
Si on remplace x successivement par x + b, a; -(- aA , 
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je + (n — i)A, et si on ajoute les n t«)ationB obtenues, on e : 
»(/W -<-/{» + *) +/(» + aA) -(- ... +/(! -(- (n - .)*)] 
=£*" /W-t- ; r/(«-l-^) -/(»)]+ ^; A'[/(x+»A)-/'M] 

+ '- ' >" ■.a..°(rn-j.) '"" [/"■"" («+»«)- /'*"-"(*» + «» 

^•=£ ç«WL/i"i(«+»)+/i"'(n-''+»)+-.+/""(»+('>-')''+!)l*. 

Si V/'""(a:-t-mA + i) conserve le même signe entre z^o 

et h on aura (n* 109) : 

«.=(-1)— j-^^- *".s«[/("-'l(»+n»)-/i»-"(i)], o<»< I. 
Si A = I on a : 

/Wh-/("^+ ■)+/(« + •) + ■•• +/(»^-"-i)=j]' "/(*!''» 
- 1 (/{' + «) -A'» + 1 C/'(' + ") -/'(»)) 

IIX Exemjde. — Soît/(3;)=^ -j; on aura : 

si /) > I, et si n augmente indéfiniment on obtient l'expression 
de la série ; 
V ■ I . ■ . B, p B, p(p+il (P4-') , 

. , ,,._, B. pfp+i)...(p-M5_î). 
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le secoad membre est une série divergente, mais les termes commen- 
cent par décroître ; et celte série semi-convergente peut donner la 
valeur numérique très rapidement si x est assez grand. Le rapport 
des valeurs absolues d'un terme au précédent est 

B„ (p+an — a)( p-t-2n — 3 )_ S_,„ (p-nn— a)(p4-3n — 3) 
B„^," an(an"^--7yï» ~S„_,' (aTtaj)» 

Supposons n<inxA T~^ < comme Si„ < S»B_t. le rapport 

précédent sera inférieur Ji 

(..x + i )( a.:r-i) , 

on peut utiliser la série jusqu'à la valeur entière de n immédiate- 
ment inférieure à 7:3; -t- — -, — - . 

Supposons, par exemple, p = 3, 00 aura : ' 



X* {x + i)' ^ (a; -t- . 

OÙ n < 7IX + , . 

On peut ainsi calculer la série (n* 67) : 



= i + ' + 5l _ ?s 



6'=2:- 



- (- 0— 



où X est un nombre entier, que l'on choisira d'après l'approxima— 
^on que l'on veut obtenir. 

B_ „ I . 3 ... an 

est inférieur à - . v-^-J- ou (d' 106) à - f — V" v/'' 
X ^iT-x)'" ^ ' X \Ttex/ V n 

et, si n ■< nx, cette expression est plus petite que 



Sv^ 
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le nombre de chiffres décimaux que l'on peut ainsi obtenir est 
représenté par le logarithme de base lo. 

log — -^ = o.868n -h i log n — i,5a 

si X ^ 3, n^ Q on peut avoir 6 décimales, par la formule 

i:' _ i ' 1 ' '__ 1 1 

(i ~ ' "^ 4 "^ Ï8 "^ 5 -•" 6"7Î* ~ WTV "^ %i~rS^ ~ 35T^ "^ 

5 691 7 3617 43867 

"^66.3" a 73o . 3" "^ 6 . a" " 5io . 5" '^ ^^8T3'» 

le dernier terme est égal à -^/. 

Si aj^io, n = 3i, on peut obtenir 37 chiffres décimaux 
exacts. En s'arrêtant à n = q on a 



= 6V_.. 



33 37 49 100 



1 I 1 

1' 5 . 10^ 7 • 10' 5 . 10* 
43867 



11. 10" 455 . lô" 10'° Sô .10" i3TTTo'' 
on a les valeurs : 






071 
46875 





407 407 407 407 407 407 4 





1314489795918367347 


— 


000 00a 000 a 00 000 000 


H- 


014^85714 a857 


H- 


oo45ii54545 


— 


i5i8G8i 


■+- 


70000 


— 


4a55 


+ 


33 


9 


8696044010893586317 


1:' = 


9,8696044010893586a. 
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Pour avoir la même appjrosiiiuitî<Ki, il faudrait calculée plus 
d'un milliard de termes de la série convergente ^ -» (1° 67) pour 
que 

Si on applique la môtliode du n° 85, en prenant n = p, le dernier 
terme sera 

dont la valeur approchée est (n" 106) 

6t /V 0.9a 

81 H = 10, on « ,, v/ = — %,- ■ 

a'* V 10 10" 

Le calcul serait ainsi un peu pins long pour avoir la mime appro- 
ximation. 

113. Constante d'BuIer. — La cousUnte d'Euler est donnée 
par la formule (n* 103) 

C = , + 1 + J + . . . H- ^ _ L ÎJ-pl _ 

remplaçons chacune de ces série» par une série semi-convergente 
(n" 112) 

i„''=6!r.+îf+i-.3.iT5.6(5'"5«'?-5«>«-9°-.+-) 
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'■^— "■■"-. -n-7M>-î(î7;)-.-4(.»)'^ 
On aura : 

C =. I + j + j + ... -H ^- ^ + ^'__ _ Ln + 

a*B, / 1 i 1 \ 

-TT-al[îïï)-« + (..)< + (^' +■••) + 

l'B, M -5. 6. 7 , 6.7.8 .9 , \ 



un* laon' aSan' a^on* i3an" 

- (39049 +f5-^)j^„ +.. . 

Soitrt= 16 

I 11 5 I ao 71 

'+5 + --^T5 + 35 = ='^3.-^5 + ^ + Jr = 

3,349478993338993^389 

4La = 3,773 588 73a 3397813377(11° 08) 

en formant la différence et en calculant les termes successifs, on a : 

-t- 0.5768903709893119913 

--)-o.ooo33552o 833 333 3333 

— 127 i5657553o8 
-+- a365a63C83 

— 970 '"7 7 
-H 68901 

— 1S9 



0,577315604901 5338606 
C = 0.577 3 1 5 C64 901 533 860 
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1 SERIES A TBDHCS CONSTANTS 



114. Application. — Dans les applications du calcul des pro- 
babilités, il est utile de connaStre les valeurs numériques de l'intë- 



cette série est convergente quel que soit x; mais, si x^^i, les 
termes commencent par augmenter. Le plus grand terme corres- 
pond & une valeur de «un peu inférieure à œ' — i. Si x est un peu 
grand, les termes deviennent très grands avant de diminuer. 
Cependant l'intégrale est toujours inrérieure à 

La fonction c"' (^^ — ^ + ^ï^. — ■■■ + (— ')" -j4'n+l — ) 

a pour dérivée e~'* [ — 2 — ( — 1)" -^ — "^ ^^^, '- 1 elle tend 

vers zéro, pour n = 00 . On a donc ; 

f,-.-.,=.-(^_j,L.^'--...^,_.,iAs^i>)- 

cette dernière intégrale est plus petite que 

1. 3... (3 n + 1) , r" dx _ i.3... (3 /1 — _,i 

On peut ainsi représenter I e-'^dx par la série semi-conver- 
gente 






■■+(-')■ 



,.3...{,n-,)\ 



dont le» termes décroissent tant que n < œ* -i- - . L'erreur est 
inférieure au dernier terme conservé, et de signe contraire. Pour 
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a; = a, n = 4, ce terme 

3.5.7 

- — i,-,— ^ 0.0001177, 

Si X > 3 on peut avoir 3 chtiTres décimaux exacts. 
Ed général le dernier terme peut s'écrii-e : 

i5:TiP"-+i-a»-T{n) 
ou, si on remplace V{n) par l'expression approchée de Sirling 
(n' 106) et, si l'on pose n = x' -\- k, — a<*<â = 
.-±' / n X" ~' e""' l'Ii*— ! 

ce terme est égal h ~ ,- ~ i avec une approximation de l'ordre de 

,. Si x^ i, n — 16, ---- = — ',, ce qnî permet de calculer 

i4 chiffres décimaux. 

115. Logarithme intégral. — On appelle logarithme inté- 
gral la fonction 



■■''''=X'£ ■ '•<'<' 



Li(,-)=- 



C = I - ~ — dl— j '-j-dl—Lx 



DijilizodbyGOOgle 
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Pour déterminer la constante C, supposons que x soit un nombre 
entier qui augmente indéfiniment. 



Ces deux intégrales tendent vers zéro, pour x ^ oo . En effet 
y^[e'{i — ()]'-(-- œZ' a pour dérivée, par rapport à (, 
■/ = lx [e — e'{e'{i — i))*"'] >o, caro< f < i,e'<~;-^- 

Donc y > I , 

o<i-[e'(i-Or<^-'=t' 

\ ax /, 2 V a; f ^ 3x 

qui tond vers zéro 

tend aussi vers zéro. C est égale à la limite de i -i~--t- ... -\-- — Lx. 
c'est la constante d'Euler(n° 102) 



L/!e-') = C+La;- 



■i:^^' 



en remplaçant e~' par soa développement en série, on a la série 
convergente : 

lUe-')=C-+'Lx—x-h — - — ,-^ H-...-H— i)» — ^^ + ... 
^ ' 3-I.2 3.1. a.j ^ ' n.i.a...it 



DigitizcdbyGOOglC 



sÉnin HHi>co.ivERGEincs 17& 

En intë^nt suocetnveaicnt par partie, on a : 

Lio.-,=£ç^,-(_-'+^-^...-.(-,)-^i^=i>) 

formule que l'on peut vériGer, en prenant les dérivées 

Le reste est donc inférieur au dernier terme —^ — '-"-^ e~'. 

et de signe contraire. Le logarithme intégral est représenté par 
la série semi-convergente ; 

■ ■<—') \ 



Li(,-.) = .- [- 1 + ^■. - - i +...+(- ,)- 

dont les termes diminuent tant que n < i 1 jr. Si a; est grand, 
elle donnera on calcul plus rapide que la série convergente. 

116. Séries semi- convergentes de seconde espèce. — 
Lorsque x > i, on appelle logarithme intégral la valeur princi- 
pale de l'intégrale I [^-ou 'a limite de/ l^~^ j £9 
pour £ = 0. 

Le logarithme intégral de e', où ce > o, est la limite, pour 
£ = ode 

r-'c'dt f édt 

r-rfi r il 

comme I 7 + I "/ ~ ° 

= C + L« + 1 + — Ï-- + r-rï-r— , + .- 
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En ne considérant que les valeurs principales des inbégrales, 
lorsque l'élément différentiel devient infini, on a : 

= I «■l'-'>(l + ( + 1" + ... + 1— ' + — j)'"- 



Li«-) = ^(i + ^ + ljî + ... + i 



■■■■("- ■) \ 



On a, pour représenter Li(e'), une série divergente dont tes ter- 
mes diminuent tant que n — i ■<, x. Supposons n — x assez 
petit, par exemple compris entre o et i, et posons : 

j^^n + A 
j (1+ lyt—'dt = «" I e—'fdl = ~^, j €-Fdt= 

/+{'-'(-'--«'"-^-.-<«-o. . .)]* ='--;J."~''<-=(;)"rw 

i {i + tfe-"tfdl = e" I «--'("(I — lydt 

=(.-')' ^,£° '-V (.-;)'* 
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En ordonnant les premiers termes snîvant les puissances de-- 
on a : 

„. =£- ^^ .--. - r(„(î)"[. - ^; . *^(; . ;.) 

Pour former le développement du premier terme, remarqaoM 
que 

j^ (i+?)J" e-'"dt <j^ (aO"«-"d'< ^,£ P'e-<dl=[iy r(«) 

comme - < i, le produit par n' tend vers zéro, pour n =:<x> , 
quel que soit p. Le développement suivant les puissances de r 
est le même que celui de 

Mais 

On est donc ramené k développer 

'"*"î 4 5 9 84 48o"'"i6ao "" 

Fuii. — Thforia dm lirin ï Mtdim conibnti ii 
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en développant la puissance n de cette fonction, on est ramené à 
des intégrales de la forme 

X, -.-'* 

qui sont nuUei sï q est pair, si j = a/) h- 1 est impair le dévelop- 
pement suivant les puissances de - est le mAue que celui de 

En prenant les dérivées d'ordre p, par rapport à », on a 
Jo 2 V a; a'xJ- 



Les puissances impaires du développement de 
" '480 



1.3... (jp-.l 



/ l'_l5 l" i- 51' i31" 
\ 3 4"*" 5 8 



donnent 

\3 * 5 + 84 * -j r^U + î^ + "V 

+ r (Î-7+T45-+ ■••)—' — rrm 1» 

»(»-.)...(» -4) 1" , 
^ a. 3. 4. 5 3' ^ •" 
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et poor le développemenl de 1 ^' "^ '^ e-"' di on aura : 

= i/?ifi__i h5__ \ 

V n Va 54on 6o48n' "V 

_r(.,fe|"<- .1. +!!£;■■■■ /i_ 1 25_ \ 

^ '\n/ U 54on 6o48n' •') 

= ''Kn) (s ~ 7355 - SSK? - •■•) 

+ »■ la«35 + 3 "54 35/ ■■ J 
Pour comparer Rn au dernier terme du développemeut de 
Li{e') on peut remplacer ( ) par 

V \ n ] af- 

_ '•,-« + S.T_»' /■ '' 1' *' \ 

""x" "i'V a>i"^3n"*8S'''V 

Si n est assez grand, le rapport de R, au dernier terme diO^re 
peu de A — , . On a ainsi, pour représenter Lie*, une série diver- 
gente dont les termes décroiisent tact que n <C i + x. Si on sup- 
pose 
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le reste est au plus du même ordre que la moitié du dernier terme. 
L'erreur relative est alors inférieure à „"_b-i ou k peu près 



iv/?- 



Stieltjes a appelé séries semî-convergentes de seconde espèce des 
séries divergentes h termes positifs, qui peuvent ainsi être utilisées 
pour les calculs, le reste étant du même ordre de grandeur que le 
dernier terme. On peut même augmenter l'approximation eu cal- 
culant la valeur approchée du reste. 

tl7. Application. — La rouction : 
a pour dérivée 



Si n augmente indéfiniment, il en résulte que la fonction 



a pour dérivée I"' (a;) — ■ 

Mais (n" 115 et 116) 

-,'- (Lie-') r= '~- . f {lie') = '' , 

quel que soit x, F(j;) = — Li(e~') -H c 

Si X tend vers -h z: , V {x) et Li'e~') leudciit ve 
Donc, ei^ > o, c ^ o. D'autre part : 

F(x)_F(-,)=J" (.-.+^) ~^d'+£ (.-' 

U(,')-Li(,-.) = .(x+,-fl-, + . 
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ces deux fonctions tendent vers zéro, pour x^o; on a donc, quel 
que soit x : 

F W = ,-£ '}"Jî^±lpJî * = _ Li(0. 
et: 

'J^ rr? ■" = '-'■■' M - «-i-'C'-). 

'£'—^•" = -'-'^'^'^-'■'■'('-1 

on peut ainsi représenter ces deux intégrales par les séries scmi- 
convergentes de seconde espèce : 

r* i CM te . I _i^_ i.a...(3/.- i) 

J„ 1 + (' ic' x' ■■• W- 

qui, limitées a» plus petit terme, donnent une approximation de 
Tordre de p v/ -^ , ou un nombre de chiffres décimaux égal à peu 
près à o, j3 X, 



118. 



Exemple. — Soit la série V — j-î — ^ œ> o. Si a 



peUt les termes décroissent très lentement. Pour transformer cette 
série, considérons l'intégrale 
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D'autre part, on a (n* 62 et 60) : 

I II i sin n(a; ,, 

2ï»=", + j(^.'_,)=ï(' +i +■■-•- ^ + ïs)-î+î 

fiin nto + a X MD nto 
j^5— ^ A. 

où 

lin idx + a 7. sin ntr = fcos te — cos te 

ifcJ . te ■■ a 3 

I 3 un — 

-+-'2 ('^Q* " '"' — *=« ^" te)]=: (i — coante)ootg — 

D'autre part l'intégrale | L ~ ^ — _, qui tend vers zéro 
avec X, a pour dérivée par rapport à x 

r^în te_ ., _ 1 _ I . I 

<"'_/'~4 ai'^a(^-i)' 

11 en résulte : 

ri — coa te (Jt I I - I — e-' 

a_ r i-c«i»te A^n , L«x^ 

x Jo e«' _ t ' 3 1^ ' a; 

2 1. I i/.i, Iti'.ïLs; 

. ' ¥ / »^ i I — COS n(x / . te 3 \ ., 
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Si n augmente indéGniment, C étant la constaDte d'Eulet 
{n" 101) 



_i C— Le 1 

•-1 X 4 



est égale i la limite, pour n := co , de 

V C > — Cùanix / , Ix a \ j, 

1 -J^'^rr r'81-s)'" 

on a (n" 00), quel que soit x : 

/ » V' Un») /B, B, 

+ (..,) + -;jrj\' = - Mît. ' + r..3:4 '' "^ - 

"^ i.a ... ap * "^ Z* (aM)''(4n*«» — ««V 

■y _ 3{te)»^+' _\ . 

Si a est un nombre positif, ou ooe quantité imaginaire, dont la 
partie réelle est positive, on a : 

/ cos nlx . e-'>l*f-'dl = H {fl'"'^-'" + e'-»^--") (''-'cil 
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Pour n = 00 

j (i-~COsrttx)e-'"l'r-idl 

a pour limite 

I.2...(3p— i) 

a pour limite 

i.a ... (îD — i) , I I , B, 

-^^V— ' (' + î» + jr, + ■•■) = ff- 

Donc : 

y I _C — La- I B^ B'i , 

^e«— I ~ 'i~~ "^ 4 ~ a.i.a "^ " 4i. 2.3.4 "^ 

2^.1. a ... ap ' 

R;, est la limite, pour n = oo , de 

I i ' — C09 nte ,, ,,_, , v" I j, 

4 r ("'+' V 1 — co! ananrt ,, 

que l'on peut remplacer par / + / , où £ tend vers zéro. 

La valeur principale de I ■ j- ~^ ^ ,^2L^iîtL rfi tend vers 

zéro, pour n ='x> . En effet on la ramène & une suite d'intégrales 
de la forme 

I -— ■:, e "' CO! 2 nqni dl 
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" ("■-' co« 2 nqT-t tend vers zéro, quel que soit p, et 



i+t) a 



= 1 e ■' cos ançni - ^ -+- I «-«' coi anqni I ■— 

J^ e-" cos angitf — 1^^ = J^ «-' ces an^^tt (— ^^ _-',_...) A. 
I «~"co» snçxf ~T~( = I «~"'cûs ara/i^t (i — i -h ('..,) d(, 
ces deux intégrales tendent vers zéro. 

J e-" cos a nq^t ^ | «-" co» 2 ng"/ ~^z~i 

_j. I <a(i-»i c„ angiti — ^- = / e-'(e" — e~") cos a ngiti ^' 



...)A 



intëgrales quel'oa peut calculer par séries, et qui tendent -^ers 
zéro, pour n infini. 
Rp est donc égal h la valeur principale de 

où N, est le nombre des dlvïseui-s de y. Posons - — =z ap + n- A, 
A restant assez petit. On pourra comme au n* 116 former un dé- 
veloppement suivant les puissances négatives de a/)-t- i, mais, 
comme e-'**'+'i (ap h- i)* tend vers zéro, pour p = <xi , les seuls 
termes qui interviendront dans ce développement correspondent à 
7=1, comme cela résulte des calculs du n' tl6. On a ainsi : 

4 pJl't' ,-.i.,+.+.y, = =4 r- (I +!)■>+■ „„^, 

'Jo ' — I' » J-, H' + i) 
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qui se ramène k 

et, en appliquant les résultats du n" 116, 



. = - e-l'i^'-r»t 



' ap-i- I lioSo"*" 4 6/ 



1 / 3091 h + h' , h' '■'j_!!l\_ 1 

"^(ip+ O'WÎ'»"^ re~"^i4 '4S"^4o) "J' 

On pcul remplacer î ■ (,j, 4- ,)i>-H P" ' 



>p+i 



(3p+i)'\907ao a i6o T(«o g 3 15/ J 

Le dernier terme du développement semi-convergent est 



ai'!'-' 



;r(,, + ,)(, + -'„ 



.p. ■.....», " =?(îi3>;'('i'+'n' + a'»+35-^-r 

Comme ^ tend vers zéro, pour p =: ce , quel que soit n, le reste 
est de l'ordre du dernier terme, multiplié par 
ait' 5 
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Si on prend 

le reste est au plus do l'ordre de la moitié du dernier terme ; ce qui 
donne une approximation de l'ordre de 

Par exemple, si a: — i, p ^ 19, on aura une erreur inférieure à 
ce qui donne : 

4 i44 86^00 7620480 '" 

on voit qu'un très petit nombre de termes donnera une approxi- 
mation suffisante. 
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NOTE SUPPLEMENTAIRE 



PLUS GRiVNDE LIMITE 



119, Premier cas. — Soit 

w 

une suite illimitée de nombres réels. Soit u„^ le premier qui est 
supérieur & Ui. Si m > Ui, /ti = 2 ; si Ut < Ui, nous supposons 
qu'il existe un terme Un^ > u, ; ui, iij... a„^_, étant inférieurs, ou 
égau\, & u,. 

Parmi les termes u^^^-l, ii„ +1,... qui suivent u,,^, soit lu le pre- 
mier qui est plus grand que Un . Nous supposons encore qu'il y a 
un terme a,,^ > u,,^ ; les termes de rang compris entre n, et n, 
seront inférieurs ou égaux k u„^. 

En continuant ainsi, on prendra une suite de termes d'indices 

croissants, u,, Un,, Un^ Un ,... : u„ est le premier terme de la 

suite (u), qui suit tt„ , et qui est plus grand que lui. Supposons 
que cette suite, u» , soit illimitée, c'est-à-dire qu'après chaque 
terme u» de la suite (u) on puisse en trouver un plus grand. On 
obtient une suite partielle illimitée : 



telle que 



dans la suite (u), si n < n^,, on a u„ < Un , et cela est vrai pour 
toute valeur de l'indice p. 
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Si les nombres croissants u„ n'augmentent pas indéiîniment, ils 
ont une limite H. Quel que soit n, il existe un nombre n^ ^ n, et 
l'on a : 

tout terme a» de la suite (u) est inférieur à £. Maïs, quel que soit 
le nombre positif £, il existe un terme Uh , de la suite (u), tel que 

En supprimant des termes de la suite (u), et en conservant l'ordre 
de ceux qui restent, on peut obtenir dos suites partielles ayant une 
limite déterminée, qui sera toujours inférieure ou égale à £,. Il 
existe une suite partielle v\, vt,... v^,..., où i>^ = Ut. , qui a pour 
limite £. C'est la plus grande limite d« la suite (u), lorque n aug- 
mente indéSniment. 

Si les nombres Uu augmentent indéfiniment, on dira que la plus 
grande limite £< = + oc . Quel que soit te nombre A, il existera un 
terme de rang déterminé itf, 

130. Deuxième oaa. — Supposons que la suite i(. soit limitée, 
c'est-à-dire qu'après un terme déterminé de la suite (u) il n'y en 
ait aucun de plus grand. Tous les termes de rang rK^ n^ sont 
inférieurs à Un , ceux de rang n >■ n, peuvent être inférieurs on 
égaux & Un . Supprimons tous les termes de (ti) jusqu'à a„ . Et, 
sur les termes qui suivent, opérons comme sur la suite (n) ; en 
partant de u. ^,, on prend une suite de termes qui vont en crois- 
sant. Si celte suite est illimitée elle aura une limite finie détermi- 
née £>, qui est la plus grande limite de la suite (u>. La suite (u) 
contient des termes plus grands que £., mais le dernier de ces ter- 
mes est Un . Si n est supérieur à l'indice n,,, u» est toujours infé- 
rieur à £. 

Si la suite de termes obtenue est encore limitée, et se terminei 
un terme Un, on partira du terme qui le suit, Ub^.,, pour former 
une nouvelle suite croissante ; en prenant après cbaque terme u. , 
le premier qui a une valeur plus grande que u„ . Si on arrive k un 
terme Un tel qu'après lui il n'y en ait aucun de plus grand, on 
prend le terme Un ^,- On obtient ainsi des suites partielles formées 
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«hacune de nombres croissants. Chacune de ces suites croissantes 
peut comprendre un ou plusieurs termes ; mais nous supposerons 
que le nombre de ces suites est limité, c'est-à-dire qu'après avoir 
obtenu un nombre déterminé de suites limitées on arnve à une 
suite illimitée qui aura nécessairement une limite finie £. ; c'est la 
plus grande limite de la suite (u). Il existe un rang déterminé m, 
tel que, si n > m, on ait 

quel que soit le nombre positif s, il existe un terme Uq tel que 

i£ < a« < ï — '- 

11 existe une suite partielle ayant pour limite £. Mais il n'existe 
aucune suite partielle ayant une limite plus grande que £. 

121. Troisième caa. — Supposons que le nombre des suites 
partielles obtenues soit illimité. Après le terme u» on a pris le pre- 
mier qui est plus grand, ou, s'il n'y en a pas, le ternie u« ^,. On 
a ainsi des suites de termes qui croissent ; mais il peut arriver 
i]u 'après u. ^, il n'y aitpasde terme plus grand ; on a alors une 
suite qui se réduit à un seul terme. Nous avons ainsi des suites 
partielles dont le nombre est illimité. 

Conservons seulement le dernier terme, c'est-à-dire le plus grand 
de chaque suite. Soient 



ces termes qui sont tds que, apris u, , il n'y a pas de terme plus 
grand, car autrementce terme ne serait pas le dernier deson groupe. 
On a donc : 

ii,j > «11, > \ — > «.^ .-■ 

Si les nombres u, , qui ne croissent jamais, ne tendent pas 
vers — « , Us ont une limite £., Quel que soit le nombre positit i, 
il existe un rang Vp tel que 

ï < u. < ï H- ï. 
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Dans la suite (u), si n > Vf, on a 

II en résulte qu'une suite partielle illimité, déduite de (u) en 
supprimant des termes, et en conservant l'ordre de ceux qui restent, 
ne peut jamais avoir une limite plus grande que £,. Il y a une 
suite parlitille Uv qui a pour limite £., c'est donc la plus grande 
limite de la suite(u). 

Si les termes Up décroissent indé&nîment, c'est-à-dire s'ils 
tendent vers — « ; quel que soit le nombre négatif A, il existera 
un rang v, tel que u„ < A. 

Si n >■ Vj,, on aura 

Un < u,^ < A. 

La suite (u) a donc pour limite — co , et l'on peut dire que la 
plus grande limite Ju ^ — oo , car toute suite partielle illimitée 
tendra vers — so . 

122. Définition générale. — Dans tous les cas, une suite 
illimitée (u) q une plus grande limite £, ayant les propriétés sui- 
vantes, qui pourraient servir h la définir. 

Si i^ a une valeur finie, quel que soit le nombre positif t, il existo 
un rang p déterminé, tel que, si n > ^ , on ait «„ < £ -|- e ; et il 
existe un terme u» do rang supérieur à tout nombre donné, tel que 
"n > 2 - '. 

11 en résulte que, si l'on forme une suite partielle illimitée, 
ajant une limite déterminée, cette limite est inférieure ou égale à 
J^ ; et il existe une suite partielle illimitée, qui a pour limite £■• 

Si £ =: -H 00 , quel que soit le nombre positif A il existe un 
terme «« > A. Il y a donc une suite partielle qui tend vera -*- <» . 

Si^ ^ — <X) , quelque soïllc nombrenégatif A,ilexisleunran^ 
p tel que, si n > p, on ait Un < A. 

La suite (u) tend vers — oo , toute suite partielle illimitée tend 
vers — oo , qui est la seule limite, et aussi la plus grande limite. 

123. Plus petits limite. — Si on change tous les* termes de 
signe, la suite 

(-") -»..-. -a.,... 
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a une plua grande limite — /. Pour la suite (n), / est la plus petit* 
limila. A. tout nombre poùtif i correspond un rang p tel que, 
si n > />, on ait u. > / — t 
ou 

Il existe un terme u. de rang supérieur à tout nombre donné, 
tel que 

■■.</ + «. 

Si une suite partielle illimitée a une limite, cette limite est supé- 
rieure ou égab k l. Il existe une suite partielle qui a pour limite /. 

Si / = — <»,quelquesoitlenombrenégatif A, ilexiste un terme 
u, ■< A. Ily a une suite partielle qui tend vers — œ . 

Si / = + 00 , quelque soit le nombre positif A, il existe un 
rang p. tel que, sï n > ;>, on ait Un > A. La suite (u) tend vers 
+ 00 , qui est la seule limite de toute suite partielle illimitée, et 
aussi la plus petite limite. 

134. Résumé. — Toute suite illimitée (u) a une plus petite 
limite /, et une plus grande limite £,. A tout nombre posiUf e cor- 
respond un rang p tel que, si n > p, on ait 

i -*<«-< ï -t- t 

Il existe une suite partielle ayant pour limite /, et une ayant 
pour limite £.. Si une suite partielle illimitée à unelimitef, on a 

K P < 2. 

Si / ^ £, la suite (u) a une limite déterminée, toute suite par- 
tielle illimitée a la même limite /. 

En particulier, si / = + <=o > £ est aussi infini, les nombres u» 
augmentent indéfiniment. 

Si£. = — «>,on aausù / = — œ , 0. tend vers — «. 



Fi»T. — TUari« de* •irin à b 
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